1. LA TECNOLOGIA

La manera mds sencilla y mds habitual de describir la tecnologia de una empresa
es mediante la funcién de produccién, que se estudia, por lo general, en los cursos
intermedios. Sin embargo, las tecnologias de las empresas se pueden estudiar de
otras formas que son mds generales y mas ttiles en determinados contextos. En
este capitulo analizaremos algunas de las formas de representar las posibilidades de
produccién de la empresa, asi como la manera de describir aquellos aspectos de la
tecnologia de la empresa que son importantes desde el punto de vista econémico.

1.1 Medicion de los factores y de los productos

Una empresa produce bienes utilizando distintas combinaciones de factores. Para
estudiar sus decisiones, necesitamos contar con un buen instrumento que nos permita
resumir sus posibilidades de produccién, es decir, las combinaciones de factores y
de productos que son tecnolégicamente viables.

Normalmente lo mds satisfactorio es imaginar que los factores y los productos
se miden en flujos: para obtener un determinado nivel de produccién por unidad de
tiempo se necesita una determinada cantidad de factores por unidad de tiempo. Es
aconsejable incluir explicitamente una dimensién temporal en la descripcién de los
factores y de productos. De esa manera, habra menos probabilidades de que el lector
utilice unidades inconmensurables, de que confunda los stocks y los flujos o de que
cometa otros errores elementales. Por ejemplo, si medimos el tiempo de trabajo en
horas semanales, querremos estar seguros de que medimos los servicios de capital
en horas semanales y la produccién en unidades semanales. Sin embargo, cuando
se analizan las decisiones tecnoldgicas en abstracto, como hacemos en este capitulo,
suele omitirse la dimension temporal.

Es posible que queramos distinguir también los factores y los productos segtin la
fecha del calendario, el lugar e incluso las circunstancias en las que puede disponerse
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de ellos. Definiendo los factores y los productos en relacién con el momento y el
lugar en el que puede disponerse de ellos, podemos recoger algunos aspectos del
caracter temporal o espacial de la produccién. Por ejemplo, el hormigén disponible
en un determinado afio puede utilizarse para construir un edificio que se terminara
un afio mds tarde. Del mismo modo, el hormigén comprado en un lugar puede
utilizarse para producir en algtn otro.

Una cantidad del factor “hormig6n” debe entenderse como una cantidad de
hormigén de una determinada clase, disponible en un determinado lugar y en un
determinado momento. En algunos casos, podriamos afiadir incluso a esta lista
algunas matizaciones como “si el tiempo esta seco”; es decir, podriamos considerar
las circunstancias, o sea el estado de la naturaleza, en las que puede disponerse del
hormigén. El grado de detalle que utilicemos al describir los factores y los productos
dependera del problema de que se trate, pero no debemos olvidarnos de que el grado
de detalle con que puede describirse un determinado factor o producto puede llegar
a ser arbitrariamente muy elevado.

1.2 Descripcion de la tecnologia

Supongamos que la empresa tiene n bienes que pueden servir de factores a la vez que
de productos. Si una empresa utiliza y; unidades del bien j como factor y produce y;
del bien como producto, la produccion neta del bien j vendra dada por y; = y7 —y;. Si
la produccion neta del bien j es positiva, la empresa estd produciendo una cantidad
de dicho bien mayor que la que utiliza como factor; si es negativa, estd utilizando
una cantidad del bien j mayor que la que produce.

Un plan de produccién es simplemente una lista de las producciones netas de
distintos bienes. Puede representarse por medio de un vector y en R", donde y; es
negativo si el bien j-ésimo se utiliza como factor neto y positivo si el bien j-ésimo es
un producto neto. El conjunto de todos los planes de produccién tecnolégicamente
viables se denomina conjunto de posibilidades de produccién de la empresa y se
representa por medio del simbolo Y, que es un subconjunto de R". Se supone que
el conjunto Y describe todas las combinaciones de factores y productos que son
tecnolégicamente viables. Nos da una descripcion completa de las posibilidades
tecnoldgicas de la empresa.

Cuando se estudia la conducta de una empresa en determinados entornos
econémicos, es posible que se quiera distinguir entre los planes de produccién que
son “inmediatamente viables” y los que pudieran serlo en algiin momento. Por
ejemplo, a corto plazo algunos factores de la empresa son fijos, por lo que sélo son
posibles los planes de produccion compatibles con estos factores fijos. A largo plazo,
algunos factores pueden ser variables, por lo que las posibilidades tecnoldgicas de la
empresa pueden muy bien cambiar.
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Supondremos, por lo general, que estas restricciones pueden describirse por
medio de un vector z en R". Por ejemplo, z podria ser una lista de la cantidad
méxima de los distintos factores y productos que pueden obtenerse en el periodo
de tiempo que esté considerandose. El conjunto de posibilidades de produccién
restringido o a corto plazo se representa por medio de Y (z); consiste en todas las
combinaciones de producciones netas viables compatibles con el nivel de restriccién
z. Supongamos, por ejemplo, que el factor n es fijo e igual a ¥" a corto plazo. En
ese caso, Y (7,) = {yenY : y, =7,}. Obsérvese que Y (z) es un subconjunto de
Y, ya que estd formado por todos los planes de produccién que son viables —lo
que significa que pertenece a Y— y que también satisfacen algunas condiciones
adicionales.

Ejemplo: Conjunto de cantidades necesarias de factores

Supongamos que estamos analizando el ejemplo de una empresa que produce un
unico bien. En este caso, expresamos la combinacién de producciones netas de la
manera siguiente: (y, —x), donde x es un vector de factores que puede generar y
unidades de produccién. Podemos definir entonces un caso especial de un con-
junto restringido de posibilidades de produccién, que es el conjunto de cantidades
necesarias de factores:

V(y) = {xen R} : (y, —x) pertenece a Y}

El conjunto de cantidades necesarias de factores es el conjunto de todas las combina-
ciones de factores que generan al menos y unidades de produccién.

Obsérvese que tal como se define aqui, este conjunto mide los factores por
medio de niimeros positivos y no por medio de nimeros negativos, como sucede en
el caso del conjunto de posibilidades de produccién.

Ejemplo: La isocuanta
En el caso anterior, también podemos definir una isocuanta:

Q(y) = {x en R} : x pertenece a V (y)
y X no pertenece a V(y) cuando ' > y}

La isocuanta nos indica todas las combinaciones de factores que generan exactamente
y unidades de produccion.
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Ejemplo: Conjunto de posibilidades de produccién a corto plazo

Supongamos que una empresa obtiene un determinado nivel de produccién a partir
de trabajo y de algtin tipo de mdquina que denominaremos “capital”. En ese caso, los
planes de produccion seran del tipo (y, —I, —k), donde y es el nivel de produccién,
es la cantidad de trabajo y k es la cantidad de capital. Imaginamos que la cantidad
de trabajo puede alterarse de forma inmediata, pero que el capital es fijo e igual a k
a corto plazo. En ese caso,

Y (&) = {(y,—l,—k)enY : k = k}

es un ejemplo de un conjunto de posibilidades de produccién a corto plazo.

Ejemplo: La funcién de produccién

Si la empresa produce un tnico bien, la funcién de produccién puede definirse de
la manera siguiente:

fx) ={yen R : y es el nivel mdximo de produccién

correspondientea —xenY'}

Ejemplo: La funcion de transformacién

La funcién de produccién tiene un andlogo n-dimensional que nos resultard util
para estudiar la teoria del equilibrio general. Un plan de produccién y en Y es
(tecnolégicamente) eficiente si no existe otro plan y’ en Y tal que y’ > y; es decir,
un plan de produccion es eficiente si no es posible obtener un nivel de produccién
mas elevado con la misma cantidad de factores o el mismo nivel con una cantidad
menor (obsérvese la utilizacién que se hace aqui de la convencién en cuanto a los
signos de las cantidades de factores). A menudo suponemos que es posible describir
el conjunto de planes de produccion tecnolégicamente eficientes por medio de una
funcién de transformacion 7' : R™ — R, donde T'(y) = 0 si y s6lo si y es eficiente.
De la misma manera que la funcién de produccién selecciona el maximo nivel escalar
en funcién de las cantidades de factores, la funcién de transformacion selecciona los
maximos vectores de producciones netas.

Ejemplo: La tecnologia Cobb-Douglas

Sea a un parametro tal que 0 < a < 1. En ese caso, la tecnologia Cobb-Douglas se
define de la siguiente manera. Véase la figura 1.1A.
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Y ={(y, —z1, —zp) en R : y < xfz3 "}
V(y) ={(z1,z) en R : y < x‘llx;_“}
Q) ={(z1,z)en R2 : y = x‘l‘x;_“}
Y(2) ={(y, 21, —z2) en R®: y < x$x) ™%, x5 = 2}

a,l—a

T(yaxlaxz) =Yy — .’El.’Ez

1-a

(@1, 32) =27z,

Ejemplo: La tecnologia de Leontief

Sean a > 0y b > 0 los parametros. En ese caso, la tecnologia de Leontief se define
de la siguiente manera. Véase la figura 1.1B.

Y ={(y, —x1, —z7) en R® : y < min(az1, bzo)}
V(y) ={(z1,z2) en R? : y < min(az1, bxy)}
Q) ={(z1,z2) en R? : y = min(ax1, bxa)}
T(y, x1,x2) =y — min(az, bxo)

f(z1, z2) =min(az1, bzy)
Figura 1.1

FACTOR FACTOR
2 2

Pendiente = a/b

Q(y,)

aw) aw)
Q(y;) 7

FACTOR 1 FACTOR 1
A B

La tecnologia Cobb-Douglas y la tecnologia de Leontief. El panel A representa
la forma general de una tecnologia Cobb-Douglas y el B la forma general de una
tecnologia de Leontief.

En este capitulo nos referimos principalmente a las empresas que producen
un tnico bien, por lo que generalmente describimos su tecnologia por medio de los
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conjuntos de cantidades necesarias de factores o de las funciones de produccién. Mas
adelante utilizamos el conjunto de produccién y la funcién de transformacion.

1.3 Analisis de las actividades

La manera mas sencilla de describir los conjuntos de produccién o los conjuntos
de cantidades necesarias de factores consiste simplemente en enumerar los planes
de produccién viables. Supongamos, por ejemplo, que podemos producir un bien
utilizando los factores 1y 2 y dos actividades o técnicas diferentes:

Técnica A: una unidad del factor 1 y dos del factor 2 generan una unidad de
produccion.

Técnica B: dos unidades del factor 1 y una del factor 2 generan una unidad de
produccién.

Supongamos que el producto es el bien 1y que los factores son los bienes 2 y
3. En ese caso, podemos representar las posibilidades de produccién que implican
estas dos actividades por medio del conjunto de produccién

Y ={1,-1,-2),1,-2,-1)}

o del conjunto de cantidades necesarias de factores

V() ={1,2),2,D}.

La figura 1.2A representa este conjunto de cantidades necesarias de factores.

Podria ocurrir que para obtener y unidades de produccién pudiéramos utilizar
simplemente y veces esas cantidades de cada uno de los factores, siendoy = 1,2, ...
En este caso, podriamos pensar que el conjunto de maneras viables de obtener y
unidades de produccién se definiria de la siguiente manera:

V(y) = {(y,2y), Qy, n}

Sin embargo, este conjunto no comprende todas las posibilidades relevantes. Es
cierto que (y,2y) genera y unidades de produccién si utilizamos la técnica A y que
(2y, y) genera y unidades de produccion si utilizamos la técnica B, pero ;qué ocurre
si utilizamos una mezcla de las dos?

En este caso, hemos de suponer que y4 es la cantidad de produccién que se
obtiene utilizando la técnica A e yp es la que se obtiene utilizando la técnica B. En
ese caso, V (y) viene dado por el conjunto

V(@) ={(ya,2ya), Qys,yB) : ¥y = ya +yB}
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Asi, por ejemplo, V(2) = {(2,4),4,2),(3,3)}, tal como se describe en la figura
1.2B. Obsérvese que la combinacién de factores (3, 3) puede generar dos unidades de
produccion produciendo una mediante la técnica A y la otra mediante la B.

Figura 1.2
FACTOR 2 FACTOR 2 FACTOR 2
L L | e
4 4 ° 4 °
31 3 ° 3 o
°
2| o 2 ° 2 °
°
1+ [ ] 1+ 1+ °
| | 1 I | 1 | I | 1 | |
1 2 3 4 FACTOR1 1 2 3 4 FACTOR1 1 2 3 4 FACTOR1
A B c

Conjuntos de cantidades necesarias de factores. El panel A describe V(1); el B,
V(2);y el C, V(y) en el caso en el que y tiene un valor mas alto.

1.4 Tecnologias monétonas

Continuemos examinando el ejemplo de dos actividades presentado en el apartado
anterior. Supongamos que tuviéramos el vector de factores (3,2). ;Seria suficiente
para obtener una unidad de produccién? Podriamos argumentar que lo seria, puesto
que podriamos desprendernos de 2 unidades del factor 1 y nos quedariamos con
(1,2). Por lo tanto, si es posible la libre eliminacién, es razonable afirmar que si
X es una manera viable de obtener y unidades de produccién y x’ es un vector de
factores que tiene como minimo la misma cantidad de cada uno de los factores, x’
debe ser una manera viable de producir y. Por lo tanto, los conjuntos de cantidades
necesarias de factores deben ser monétonos en el sentido siguiente:

Monotonicidad. Si x pertenece a V(y) y X' > x, entonces X' pertenece a V ().

Si suponemos que los conjuntos de cantidades necesarias de factores son monéto-
nos, los que estan representados en la figura 1.2 se convierten en los conjuntos
representados en la 1.3.

La monotonicidad también suele ser un buen supuesto en el caso de los conjun-
tos de produccion. En este contexto, suponemos, por lo general, que siy pertenece
aY ey’ <y,y también debe pertenecer a Y. Obsérvese la utilizacién que se hace
aqui de la convencién en cuanto a los signos de las cantidades de factores. Siy’ <y,
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significa que cada uno de los componentes del vector y’ es menor o igual que el
componente correspondiente de y, lo cual quiere decir que el plan de produccién
representado por y’ genera una cantidad igual o menor de todos los bienes utilizando
al menos la misma cantidad de todos los factores, en comparacion con y. Es natural
suponer, pues, que si y es viable, también lo serd y’'.

Figura 1.3
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Monotonicidad. He aqui los tres mismos conjuntos de cantidades necesarias de
factores si también suponemos que son monétonos.

1.5 Tecnologias convexas

Veamos ahora cémo es el conjunto de cantidades necesarias de factores si queremos
obtener 100 unidades de produccion. Como primer paso, podriamos argumentar
que si multiplicamos los vectores (1, 2) y (2, 1) por 100, deberiamos ser capaces de
repetir exactamente lo que hemos hecho antes y, por lo tanto, producir 100 veces
mas. Es evidente que no todos los procesos de produccién tienen por qué permitir
este tipo de repeticion, pero parece plausible en muchas circunstancias.

Si es posible la repeticién, podemos extraer la conclusion de que (100, 200) y
(200, 100) pertenecen a V(100). ;Es posible obtener 100 unidades de produccién
de alguna otra manera? Podriamos utilizar 50 procesos de la actividad A y 50 de
la B. En ese caso, necesitariamos 150 unidades del bien 1 y 150 del 2 para obtener
100 unidades de produccién; por lo tanto, (150, 150) debe pertenecer al conjunto
de cantidades necesarias de factores. También podriamos utilizar 25 procesos de la
actividad A y 75 de la B. Eso implicaria que

0,25(100, 200) + 0, 75(200, 100) = (175, 125)

debe pertenecer a V(100). En términos mds generales,
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(100, 200) + (1 — #)(200, 100) = (100¢ + 200(1 — ¢), 200¢ + (1 — ¢)100)

debe pertenecer a V(100), si ¢t = 0,0,01,0,02,...,1.

También podriamos permitir que ¢ adoptara un valor cualquiera comprendido
entre 0 y 1, lo cual es una aproximacién obvia. En ese caso, el conjunto de pro-
duccién adoptaria la forma representada en la figura 1.4A. En la siguiente definicién
presentamos una formulacién precisa de esta propiedad.

Convexidad. Si x y x’ pertenecen a V(y), tx + (1 — t)x’ pertenece a V (y) cualquiera que
sea t tal que 0 < t < 1. Es decir, V (y) es un conjunto convexo.

Figura 1.4
FACTOR 2 FACTOR 2
2501 2501
200 200
150 150
100 100
50 50
50 150 250 FACTOR1 50 150 250  FACTOR1
A B

Conjuntos de produccién convexos. Cuando decimos que V(y) es convexo,
significa que si X y X’ pueden generar y unidades de produccién, cualquier
media ponderada ¢X +(1 — )X’ también puede generar y unidades de produccion.
El panel A representa un conjunto de produccién convexo con dos actividades
subyacentes y el B un conjunto de produccién convexo con muchas actividades
subyacentes.

Hemos justificado el supuesto de la convexidad mediante el argumento de la
repeticién. Siqueremos obtener un “gran” volumen de produccién y podemos repetir
“pequefios” procesos de produccion, parece que debemos suponer que la tecnologia
es convexa. Sin embargo, si la escala de las actividades subyacentes es grande en
relacién con la cantidad deseada de produccién, es posible que la convexidad no sea
una hipétesis razonable.

Sin embargo, también existen otros argumentos por los que la convexidad es
un supuesto razonable en algunas circunstancias. Supongamos, por ejemplo, que
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estamos analizando la produccion mensual. Si un vector de factores x genera y
unidades de produccion al mes y otro vector x’ también genera la misma cantidad,
podriamos utilizar x durante la mitad del mes y x’ durante la otra mitad. Si la
introduccién de cambios en los planes de produccion a mitad del mes no plantea
problemas, es razonable esperar que se obtengan y unidades de produccion.
Hemos aplicado los argumentos anteriores a los conjuntos de cantidades nece-
sarias de factores, pero también pueden aplicarse al conjunto de produccién. Normal-
mente se supone que siy ey’ pertenecen ambosa Y, ty +(1 —t)y’ también pertenece
aY si0 <t < 1; en otras palabras, Y es un conjunto convexo. Debe senalarse, sin
embargo, que la convexidad del conjunto de produccién es una hipétesis que plantea
muchos mas problemas que la convexidad del conjunto de cantidades necesarias de
factores. Por ejemplo, la convexidad del conjunto de produccién excluye los “costes
iniciales” y otros tipos de rendimientos de escala. Esta cuestion se analizara en se-
guida con mayor detalle. De momento describimos unas cuantas relaciones entre la
convexidad de V (y), la curvatura de la funcién de produccién y la convexidad de Y.

Si un conjunto de produccidon es convexo, también lo es el conjunto de cantidades
necesarias de factores. Siel conjunto de produccion Y es convexo, también lo es el conjunto
de cantidades necesarias de factores correspondiente, V (y).

Demostracion. Si'Y es un conjunto convexo, entonces, dados unos vectores cuales-
quiera x y x’ tales que (y, —x) y (y, —x') pertenecena Y, (ty + (1 — )y, —tx — (1 - )x')
debe pertenecer a Y. Eso equivale simplemente a exigir que (y, —(tx + (1 — #)x'))
pertenezca a Y. Por lo tanto, si x y X’ pertenecen a V (y), tx + (1 — )x’ pertenece a
V(y), lo que demuestra que V (y) es convexo.

Un conjunto de cantidades necesarias de factores convexo equivale a una funcién
de produccién cuasicéncava. V(y) es un conjunto convexo si y sélo si la funcion de
produccion f(x) es una funcion cuasiconcava.

Demostracion. V(y) = {x : f(x) > y}, que es precisamente el conjunto de puntos del

contorno superior de f(x). Pero la funcién es cuasicéncava si y solo si el conjunto de
puntos del contorno superior es convexo; véase el capitulo 27, pagina 575.

1.6 Tecnologias regulares
Examinemos, por tltimo, una condicién débil de regularidad en relacién con V (y).

Regularidad. V (y) es un conjunto no vacio y cerrado cualquiera que sea y > 0.
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El supuesto segun el cual V (y) es un conjunto no vacio exige que exista alguna
manera razonable de obtener un nivel cualquiera de produccién, a fin de evitar
simplemente tener que afiadir una y otra vez matizaciones como “suponiendo que
es posible producir y”.

El supuesto segtin el cual V(y) es un conjunto cerrado se postula por razones
técnicas y es inocuo en la mayoria de los contextos. Una de sus implicaciones es la
siguiente: supongamos que tenemos una sucesion (x*) de combinaciones de factores
que pueden producir cada una y y que esta sucesién converge en la combinacién
de factores xY. Es decir, las combinaciones de factores de la sucesién se aproxima
arbitrariamente a x°. Si V(y) es un conjunto cerrado, esta combinacién limite x°
debe ser capaz de producir y. Dicho de una manera aproximada, el conjunto de
cantidades necesarias de factores debe “contener su propia frontera”.

1.7 Representaciones paramétricas de la tecnologia

Supongamos que podemos obtener un determinado nivel de produccién de muchas
maneras distintas. En ese caso, quiz4 sea razonable resumir este conjunto de factores
por medio de un conjunto de cantidades necesarias de factores “alisado” como el
de la figura 1.5. Es decir, quizd queramos trazar una curva sin esquinas que pase
por todos los puntos posibles de produccién. Este proceso de alisamiento no debe
plantear grandes problemas si es posible obtener, de hecho, un determinado nivel de
produccion de muchas maneras poco diferentes entre si.

Si seguimos ese procedimiento para “alisar” el conjunto de cantidades necesa-
rias de factores, es natural que busquemos la manera de representar la tecnologia por
medio de una funcién paramétrica que contenga un reducido ntimero de parametros
desconocidos. Por ejemplo, la tecnologia Cobb-Douglas antes mencionada implica
que cualquier combinacién de factores (x1, z2) que satisfaga la condicion z{ x5 >y
puede generar al menos y unidades de produccion.

No debe pensarse que estas representaciones tecnoldgicas paramétricas son
necesariamente una descripcion literal de las posibilidades de produccién. Las posi-
bilidades de produccién son los datos suministrados por los ingenieros que describen
los planes de produccién fisicamente posibles. Podria muy bien ocurrir que estos
datos pudieran describirse razonablemente bien por medio de una 1til forma funcio-
nal como la funcién Cobb-Douglas. En ese caso, este tipo de descripcién paramétrica
podria resultar sumamente ttil.

En la mayoria de los casos sélo nos interesa disponer de una aproximacion
paramétrica de la tecnologfa correspondiente un determinado invervalo de niveles
de factores y de produccién, para lo cual es normal utilizar formas funcionales
relativamente sencillas. Estas representaciones paramétricas son muy utiles como
instrumentos pedagégicos, por lo que las utilizaremos a menudo para representar
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nuestras tecnologias. De esa manera podremos introducir los instrumentos del
célculo diferencial y el dlgebra para analizar las decisiones de produccién de la
empresa.

Figura 1.5

FACTOR 2

FACTOR 1

Alisamiento de una isocuanta. Un conjunto de cantidades necesarias de factores
y una aproximacién “lisa” de la misma.

1.8 La relacion técnica de sustitucion

Supongamos que tenemos una tecnologia resumida por una funcién de produccién
lisa y que estamos produciendo en el punto y* = f(z],z3). Supongamos, ademas,
que queremos aumentar la cantidad del factor 1 y reducir la del 2 con el fin de man-
tener constante el nivel de produccién. ;Cémo podemos determinar esta relaciéon
técnica de sustitucion entre estos dos factores?

En el caso bidimensional, la relacion técnica de sustitucién no es mas que la
pendiente de la isocuanta: cémo hemos de ajustar x; para mantener constante el
nivel de produccién cuando z; varia en una pequeia cantidad, como muestra la
figura 1.6. En el caso en el que hay n dimensiones, la relacion técnica de sustitucion
es la pendiente de una superficie isocuanta medida en una determinada direccién.

Sea z>(x1) la funcién (implicita) que nos dice qué cantidad se necesita de z;
para producir y si estamos utilizando z; unidades del otro factor. En ese caso, por
definicion, la funcién z,(z1) debe satisfacer la siguiente identidad:

.f(l'h 1‘2($1)) =Yy

Estamos buscando una expresién para dz(x})/0z1. Diferenciando la identidad
anterior, tenemos que
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f(x*) . df(x*) 0zz(x7])

8:131 sz 8:131 =0

O sea

Oxp(x})  Of(x*)/0m
Oz Of(x*)/dxy’
De esa manera, tenemos una expresion explicita de la relacién técnica de sustitucion.

Figura 1.6

FACTOR 2

Pendiente = RTS

N f(x,, X5) =y

FACTOR 1

La relacién técnica de sustitucién. La relacion técnica de sustitucién indica como
debe ajustarse uno de los factores para mantener constante el nivel de produccién
cuando varia el otro.

Existe otra manera de obtenerla. Pensemos en un vector de (pequefias) va-
riaciones de las cantidades de factores que expresamos de la manera siguiente:
dx = (dz1,dzp). La variacién correspondiente de la produccién es aproximada-
mente igual a:

dy = of dzq + of dzx;.
dx1 O0xp

Esta expresion se conoce con el nombre de diferencial total de la funcién fx).
Consideremos el caso de un cambio en el que s6lo varian el factor 1y el 2 y el nivel
de produccién se mantiene constante. Es decir, dz1 y dz; se ajustan “a lo largo de
una isocuanta”.

Dado que el nivel de produccién permanece constante, tenemos que

O 4y + 2Ly,
B:m

0= oy
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de donde podemos deducir que

dzy _ 0f/0z
dey  Of/0xy’

Para calcular la relacién técnica de sustituciéon puede utilizarse el método de le
funcién implicita o el método del diferencial total. El primero es algo més riguroso,
pero es posible que el segundo sea més intuitivo.

Ejemplo: La RTS en el caso de una tecnologia Cobb-Douglas

Dado que f(z1,z2) = :z’f:c;“‘, tomando derivadas, tenemos que

OfX) iy 1-a_ [w2]'°
8$1 =CI,CE1 1172 =a |:—:|

Afx) _ or—a_ ]
%——(1—61):51.%2 =1 a)L] .

De aqui se deduce que

8x2(x1)__(9f/8x1__ a_
dry  Of/0xa 1—axp

1.9 La elasticidad de sustitucion

La relacién técnica de sustitucién mide la pendiente de una isocuanta. La elasticidac
de sustitucién mide su curvatura. Més concretamente, la elasticidad de sustituciér
mide la variacién porcentual del cociente entre los factores dividida por la variaciér
porcentual de la RTS, manteniéndose fijo el nivel de produccién. Si suponemos que
A(z3/x1) es la variacion del cociente entre los factores y ART'S es la variacién de le
relacion técnica de sustitucién, podemos expresar ésta de la manera siguiente:

Az /1)
_ _m/m
ARTS
RTS

Esta es una medida relativamente natural de la curvatura: se pregunta c6mo varia e
cociente entre las cantidades de factores cuando varia la pendiente de la isocuanta. S
una pequefia variacién de la pendiente provoca una gran variacién del cociente entre
las cantidades de factores, la isocuanta es relativamente horizontal, lo que signific:
que la elasticidad de sustitucion es grande.
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En la préctica, suponemos que la variacién porcentual es muy pequefia y toma-
mos el limite de esta expresién cuando A tiende a cero. Por lo tanto, la expresién de
o se convierte en

o RTS d(zy/xz1)
 (z2/z1) dRTS °

Amenudo resulta ttil calcular o utilizando la derivada logaritmica. En general,
siy = g(z), la elasticidad de y con respecto a z se refiere a la variacién de y provocada
por una (pequefia) variacién porcentual de z. Es decir,

ay
=¥ _dyz
Tdzr T dry’
T Y
Siempre que = e y sean positivos, esta derivada puede expresarse de la forma si-
guiente:
dlny
€= —.
dlnz
Para demostrarlo, obsérvese que aplicando la regla de la derivacién en cadena,
tenemos que
diny dinz _ diny
dinz dz ~ dr

Desarrollando el cdlculo en los dos miembros de esta igualdad, tenemos que

iy 11y

dinz z  ydz’
o sea

dlny _zdy

dinz — ydz’

También podemos utilizar los diferenciales totales; en ese caso, tenemos que

dlny = 1aly
Y
1
dinz = —dz,
x
de tal manera que
_dny dy z

T dinz Tdzy’
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Sefialemos, una vez mds, que el primer calculo es mas riguroso, pero el segundo es
mas intuitivo.

Aplicando este resultado a la elasticidad de sustitucién, obtenemos la siguiente
expresion:

_ dn(zp/71)
7= dm|RTS[

(La razoén por la que el denominador aparece expresado en valor absoluto es la de
convertir la RT'S en un nimero positivo a fin de que el logaritmo tenga sentido.)

Ejemplo: La elasticidad de sustitucion en el caso de la funcién de pro-
ducciéon Cobb-Douglas

Antes hemos visto que

RTS = ——— 22,
1—a x
o0 sea,
n_ 1= %ppg
I a
De donde se deduce que
T 1—a
In—= =In +In|RT'S|.
I a
Lo que implica a su vez que
o din(wz/71)
~ dIn|TRS|

1.10 Los rendimientos de escala

Supongamos que estamos utilizando un vector de factores x para obtener un deter-
minado nivel de produccién y y que decidimos aumentar o reducir todos los factores
en la proporcién ¢ > 0. ;Cémo afectara esta decisién al nivel de produccién?

En los casos que hemos descrito antes, en los que sélo queriamos aumentar el
nivel de produccién en una determinada cantidad, hemos supuesto normalmente
que podiamos repetir simplemente lo que habiamos hecho antes y producir de esa
manera t veces mas que antes. Si siempre es posible este tipo de repeticién, decimos
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que la tecnologia muestra rendimientos constantes de escala, lo que en términos
mas formales puede expresarse de la manera siguiente:

Rendimientos constantes de escala. Una tecnologia muestra rendimientos constantes
de escala si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(1) y pertenece a Y implica que ty pertenece a Y cualquiera que sea t > 0;
(2) x pertenece a V (y) implica que tx pertenece a V (ty) cualquiera que sea t > 0;

(3) f(tx) = tf(x) cualquiera que sea t > 0; es decir, la funcion de produccion f(x) es
homogénea de grado 1.

El argumento de la repeticion antes citado indica que el supuesto de que las tec-
nologias tienen rendimientos constantes de escala suele ser razonable. Sin embargo,
hay situaciones en las que no lo es.

Una circunstancia en la que puede no cumplirse este supuesto es aquella en
la que tratamos de “subdividir” un proceso de produccién. Aun cuando siempre
sea posible aumentar la escala de operaciones en proporciones enteras, puede no
ser posible reducirlas de la misma manera. Por ejemplo, puede haber una escala
minima de operaciones tal que para producir una cantidad inferior a esa escala sea
necesario utilizar técnicas diferentes. Una vez que se alcanza la escala minima, es
posible obtener mayores niveles de produccion repitiendo el proceso.

Otra circunstancia en la que puede no cumplirse el supuesto de los rendimientos
constantes de escala es aquella en la que queremos aumentar la escala de operaciones
en proporciones no enteras. Ciertamente, basta con repetir el mismo proceso que
antes, pero ;cémo hacemos una vez y media lo que hemos hecho antes?

Estas dos situaciones en las que no se cumple el supuesto de los rendimientos
constantes de escala s6lo son importantes cuando la escala de producci6n es pequefia
en relacién con la escala minima.

Una tercera circunstancia en la que no es adecuado el supuesto de los rendi-
mientos constantes de escala es aquella en la que la duplicacién de todos los factores
permite utilizar unos medios de produccién més eficientes. La repeticién nos dice
que es viable duplicar el nivel de produccién duplicando las cantidades de factores,
pero puede ocurrir que existan mejores medios de produccién. Consideremos, por
ejemplo, el caso de una empresa que construye un oleoducto entre dos puntos y que
utiliza como factores trabajo, maquinas y acero. Podemos suponer que una buena
medida del nivel de produccién de esta empresa es la capacidad de la tuberia resul-
tante. En ese caso, es evidente que si duplicamos todos los factores que intervienen
en el proceso de produccion, es posible aumentar el nivel de produccién mas del do-
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ble, ya que si la superficie de una tuberia se aumenta el doble, su volumen aumenta
el cuadruple.! En este caso, cuando el nivel de produccién aumenta mas de lo que
aumentan los factores, decimos que la tecnologia muestra rendimientos crecientes
de escala.

Rendimientos crecientes de escala. Una tecnologia muestra rendimientos crecientes
de escala si f(tx) > tf(x) cualquiera que sea t > 1.

La cuarta circunstancia en la que puede no cumplirse el supuesto de los rendi-
mientos constantes de escala es aquella en la que es imposible repetir el uso de un
determinado factor. Consideremos, por ejemplo, el caso de una explotaci6n agraria
de 100 hectéreas. Si quisiéramos obtener el doble de produccién, podriamos utilizar
el doble de cada uno de los factores. Pero eso significaria utilizar también el doble
de tierra, lo cual podria ser imposible si no se dispusiera de més tierra. Aun cuando
la tecnologia muestre rendimientos constantes de escala si incrementamos todos los
factores, puede resultar util imaginar que muestra rendimientos decrecientes de
escala con respecto a los factores que controlamos. Mas concretamente,

Rendimientos decrecientes de escala. Una tecnologia muestra rendimientos decre-
cientes de escala si f(ix) < tf(x) cualquiera que seat > 1.

El caso més natural en el que hay rendimientos decrecientes de escala es aquel en
el que no es posible repetir el uso de algunos factores. Por lo tanto, es de esperar que
los conjuntos restringidos de posibilidades de produccién muestren normalmente
rendimientos decrecientes de escala. Siempre puede suponerse que éstos se deben a
la presencia de algtin factor fijo.

Supongamos para demostrarlo que f(x) es una funcién de produccién en la que
intervienen k factores y que muestra rendimientos decrecientes de escala. Podemos
introducir un nuevo factor “mitico” y medir su nivel por medio de z. Definamos una
nueva funcién de produccién F'(z, x) de la manera siguiente:

F(z,x) = 2f(x/2)

Obsérvese que F' muestra rendimientos constantes de escala. Si multiplicamos
todos los factores —los factores x y el factor z— por algtin ntimero ¢ > 0, el nivel de
produccién se multiplica por ¢. Y si suponemos que z es fijo e igual a 1, tenemos exac-
tamente la misma tecnologia que antes. Por lo tanto, cabe pensar que la tecnologia
inicial que mostraba rendimientos decrecientes de escala, f(x), es una restriccion de

! Naturalmente, como es posible que resulte mas dificil construir una tuberfa mds grande, nc
tenemos por qué pensar que el nivel de produccién aumenta exactamente el cuddruple. Pero podrie

muy bien aumentar mas del doble.
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la tecnologia que muestra rendimientos constantes de escala F'(z,x) que se debe al
hecho de que z es fijo e igual a 1.

Obsérvese, por ultimo, que los distintos tipos de rendimientos de escala que
hemos definido son de carécter global. Puede muy bien ocurrir que una tecnologia
muestre rendimientos crecientes de escala en el caso de algunos valores de x y
rendimientos decrecientes de escala en el caso de algunos otros. Por lo tanto, er
muchas circunstancias es ttil contar con una medida local de los rendimientos de
escala. La elasticidad-escala mide el aumento porcentual que experimenta el nive
de produccién cuando se incrementan todos los factores un uno por ciento, es deci
cuando se incrementa la escala de operaciones.

Sea y = f(x) la funcién de produccién y ¢ un niimero positivo. Examinemo
la funcién y(¢) = f(tx). Sit = 1, tenemos la escala actual de operaciones; si ¢ > 1
estamos multiplicando todos los factores por ¢; ysit < 1, estamos dividiéndolc
por t.

La elasticidad-escala se halla de la siguiente manera:

dg((t)
e(x) = yd—i’
dt

evaluada cuando ¢ = 1. Reordenando esta expresion, tenemos que

_dy®t _dftx)
=G gl —

ex) 1 dt %)

t=1"

Obsérvese que debemos evaluar la expresién cuando ¢ = 1 para calcular la elasti
dad-escala correspondiente al punto x. Decimos que la tecnologia muestra loc
mente rendimientos crecientes, constantes o decrecientes de escala cuando e(x)
mayor, igual o menor que 1.

Ejemplo: Los rendimientos de escala y la tecnologia Cobb-Douglas

Supongamos que y = z¢z5. En ese caso, f(tz1,tzn) = (tz1)*(tz)® = t**2dx
t2*® f(x1, z3). Por lo tanto, f(tx1,tx) = tf(x1,22) siy sélosia +b = 1. Del mis
modo, a+b > 1implica que hay rendimientos crecientes de escalay a+b < 1img
que hay rendimientos decrecientes de escala.

De hecho, la elasticidad-escala en el caso de la tecnologia Cobb-Dougla
precisamente a + b. Para verlo, aplicamos la siguiente definicién:

d(tz1)*(tzo)® dt“*"x‘l’w‘z’ a+b—1_a_b
dt = fh‘- = (a+b)t + .Z'ISL‘Z
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Evaluando esta derivada cuando ¢ = 1 y dividiendo por f(z1, z2) = x?wg, obtenemos
el resultado.

1.11 Tecnologias homogéneas y homotéticas

Una funcién f(x) es homogénea de grado k si f(tx) = t* f(x) cualquiera que sea
t > 0. Los dos “grados” mas importantes en economia son el grado cero y el grado
uno. Una funcién homogénea de grado cero es aquella en la que f(tx) = f(x) y una
funcién homogénea de grado uno es aquella en la que f(tx) = ¢ f(x).

Si comparamos esta definicién con la de los rendimientos constantes de escala,
observaremos que una tecnologia tiene rendimientos constantes de escala si y s6lo si
su funcién de produccién es homogénea de grado 1.

Se dice que una funcién g : R — R es una transformacién monétona positiva
si g es una funcién estrictamente creciente; es decir, una funcién tal que si z > y,
entonces g(z) > g(y) (el hecho de que sea “positiva” suele estar implicito en el
contexto). Una funcién homotética es una transformacién monétona de una funcién
que es homogénea de grado 1. En otras palabras, f(x) es homotética si y sélo si
puede expresarse de la forma siguiente: f(x) = g(h(x)), donde h(-) es homogénea de
grado 1y g(-) es una funcién monétona. Véase la figura 1.7 para una interpretacion
geométrica.

Las transformaciones monétonas pueden concebirse como formas de medir la
producci6n en diversas unidades. Por ejemplo, la produccién de un proceso quimico
puede medirse en decilitros o en litros. En este caso, es bastante sencillo pasar de una
unidad a otra: basta multiplicar o dividir por diez. Una transformacion monétona
mads exdtica es aquella en la que se mide la produccién en el cuadrado del nimero de
litros. Dada esta interpretacién, una tecnologia homotética es aquella en cuyo caso
existe alguna manera de medir la produccién tal que “parezca” que la tecnologia
muestra rendimientos constantes de escala.

Las funciones homogéneas y homotéticas son interesantes por la sencilla ma-
nera en que varian sus isocuantas cuando varia el nivel de produccién. En el caso
de la funcién homoggénea, las isocuantas no son sino “ampliaciones” de una tnica
isocuanta. Si f(x) es homogénea de grado 1, entonces si x y X’ pueden generar
y unidades de produccién, tx y ¢x’ pueden generar ty unidades, como muestra la
figura 1.7A. Una funcién homotética posee una propiedad muy parecida: si x y
x’ generan el mismo nivel de produccion, tx y tx’ pueden generar el mismo nivel
de producci6n, pero no necesariamente un nivel de produccién ¢ veces superior al
inicial. Las isocuantas de una tecnologia homotética son exactamente iguales que
las de una tecnologia homogénea; sélo son diferentes los niveles de produccion
correspondientes.
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Figura 1.7
FACTOR 2 FACTOR 2
2X 2X
2x' 2x'
. f(x) = 2y ' f(x) =2y
fx)=y fx)=y
FACTOR 1 FACTOR 1
A B

Funciones homogéneas y homotéticas. El panel A representa una funcién que
es homogénea de grado 1. Si tanto X como X’ pueden generar y unidades de
produccidn, tanto 2X como 2X’ pueden generar 2y unidades de produccién. El
panel B representa una funcién homotética. Si X y X’ generan el mismo nivel de
produccion, y, 2X y 2X’ pueden generar el mismo nivel de produccién, pero no
necesariamente 2y.

Las tecnologias homogéneas y homotéticas son interesantes porque imponen
restricciones especificas a la manera en que varia la relacion técnica de sustitucion
cuando cambia la escala de produccién. En concreto, en el caso de cualquiera de
estas dos funciones, la relacion técnica de sustitucién es independiente de la escala
de produccién.

Esta afirmacion se desprende inmediatamente de las observaciones realizadas
en el capitulo 26 (pdg. 558), en el que demostramos que si f(x) es homogénea de
grado 1, 9f(x)/Ox; es homogénea de grado 0. Por lo tanto, el cociente entre dos
derivadas cualesquiera es homogéneo de grado cero, que es a la conclusién a la que
queriamos llegar.

Ejemplo: La funcion de produccion CES

La elasticidad constante de sustitucion o funcién de produccion CES tiene la forma
siguiente:

1
y = larzf + apafl®.

Es fécil verificar que la funcion CES muestra rendimientos constantes de escala.
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Adopta algunas conocidas formas especiales, dependiendo del valor del pardmetro
p, que se describen a continuacién y se muestran en la figura 1.8. En nuestro andlisis,
conviene suponer que los parametros a1 y ap son iguales a 1.

Figura 1.8

FACTOR FACTOR FACTOR
2 2 2

FACTOR 1 FACTOR 1 FACTOR 1
A B Cc

La funcién de produccién CES. La funcién de produccién CES adopta varias
formas dependiendo del valor del pardmetro p. El panel A representa el caso en
elquep=1,elBelcasoenel que p =0y el Cel casoenel que p = —co.

(1) La funcién de produccién lineal (p = 1). Realizando una sencilla sustitucién,
tenemos que

Yy=x1+T2

(2) La funcién de produccion Cobb-Douglas (p = 0). Cuando p = 0, la funcién
de producciéon CES no estd definida, debido a que no es posible dividir por cero.
Demostraremos, sin embargo, que cuando p tiende a cero, las isocuantas de la funcién
de producciéon CES son muy parecidas a las isocuantas de la funcién de produccién
Cobb-Douglas.

La manera mds facil de verlo consiste en utilizar la relacién técnica de susti-
tuciéon. Calculando ésta directamente, se obtiene

1\ 7!
RTS = — (—1> . (1.1)

)
Cuando p tiende a cero, el limite de la RTS es:

RTS = - 22

71
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que es simplemente la RTS correspondiente a la funcién de produccién Cobb-
Douglas.

(3) La funcién de produccién de Leontief (p = —o00). Acabamos de ver que la RTS
de la funcién de produccién CES viene dada por la ecuacién (1.1). Cuando p = —oo,
esta expresion se convierte en

z1\ o\~
()" (2)"
z2 1
Sizy > x1,1la RTS es cero; si z; < 1, la RTS es infinita. Por lo tanto, cuando p tiende

a —0o, una isocuanta de la tecnologia CES se parece a una isocuanta correspondiente
a la tecnologia de Leontief.

Probablemente no le sorprenderd al lector descubrir que la funcién de pro-
duccion CES tiene una elasticidad constante de sustitucién. Para verificarlo, obsér-
vese que la relacién técnica de sustitucién se obtiene de la manera siguiente:

z1\" 7!
RTS = — (—1) :
)
de tal manera que
22 _|RTS|™5.

I

Tomando logaritmos, observamos que

1
In22 = In|RTS)|.
1 1- 14

Aplicando la definicién de o basada en la derivada logaritmica, tenemos que

_ d1n$2/x1 1

7T dn|[TRS| " 1-p

Notas

La elasticidad de sustitucién se debe a Hicks (1932). Para un andlisis de las gene-
ralizaciones de la elasticidad de sustitucion al caso en el que hay n factores, véase
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Blackorby & Russell (1989) y la bibliografia que se cita en él. La elasticidad-escala se
debe a Frisch (1965).

Ejercicios

1.1. ;Verdadero o falso? Si V(y) es un conjunto convexo, también debe serlo el
conjunto de produccién correspondiente Y.

1.2. ;Cudl es la elasticidad de sustitucién correspondiente al caso general de la
tecnologia CES y = (a12% + apz5)!/*? cuando a1 # as?

1.3. Definamos la elasticidad de un factor con respecto a la produccién de la manera
siguiente:

Ofx) =i
ozr; f(x)

€(x) =

Si f(x) = 2925, ;cudl es la elasticidad de cada uno de los factores con respecto a la
produccion?

1.4. Demuestre que si €(x) es la elasticidad-escala y ¢€;(x) es la elasticidad del factor 1
con respecto a la produccion, e(x) = Y. €;(x).

1.5. ;Cudl es la elasticidad-escala de la tecnologia CES, f(z1, z2) = (zf + x5 )o?

1.6. ;Verdadero o falso? Una funcién diferenciable g(z) es una funcién estrictamente
creciente si 'y so6lo si g'(z) > 0.

1.7. En este capitulo hemos afirmado que si f(x) es una tecnologia homotética y x y
x’ generan el mismo nivel de produccién, tx y tx’ también deben generar el mismo
nivel de produccién. ;Puede demostrarlo rigurosamente?

1.8. Sea f(x1,z2) una funcién homotética. Demuestre que su relacién técnica de
sustitucién en el punto (x1,z2) es igual a su relacién técnica de sustitucion en el
punto (tz1, txo).
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1.9. Considere la tecnologia CES f(z1, z2) = [az] + a2x§]%. Demuestre que siempre

podemos expresarla de la forma siguiente: f(z1,22) = A(p)[b:nﬁ’ +(1 - b).rg ]%.
1.10. Sea Y un conjunto de produccién. Decimos que la tecnologia es aditiva si
cuando y pertenece a Y ey’ a Y, y +y’ también pertenece a Y. Decimos que la
tecnologia es divisible si cuando y pertenecea Y y 0 < ¢ < 1, {y también pertenece
a Y. Demuestre que si una tecnologia es aditiva y divisible, Y debe ser convexo y
mostrar rendimientos constantes de escala.
1.11. Indique si cada uno de los conjuntos de cantidades necesarias de factores es
regular, monétono y/o convexo. Suponga que los pardmetros a y by los niveles de
produccién son estrictamente positivos.

(@) V(y) = {z1, 22 : ax1 > logy, bry > logy}

(b) V() = {1, 23 : axy +brp > y, 71 > 0}

(©) V(y) = {x1, 22 : axy + /2122 + bxy > Y}

@ V(Y = {z1,22 : axy + by > y}

@ V@) ={z1,22: 21(1 —y) > a,22(1 — y) > b}

O V() = {x1,22: axy — J/T123 + bz > y}

() V(y) = {1, 22 : 21 + min(z1, x2) > 3y}






