1. ELMODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO
DE SOLOW-SWAN

1.1 Introduccion

¢Por qué crecen las economias? La opinién popular acostumbra a dar tres tipos de
respuestas a esta pregunta: la primera nos dird que la economia crece porque los
trabajadores tienen cada vez mads instrumentos, mas maquinas y, en definitiva, mas
capital con los que trabajar. La clave del crecimiento, pues, sera la inversidn por par-
te de las empresas. El segundo tipo de respuesta asegurara que la clave es la educacion
de la poblacién: hoy somos capaces de producir mucho méas que hace cien afios
porque los trabajadores de hoy en dia estdin mucho maés cualificados. El tercer tipo
de respuesta relacionaré el crecimiento econémico con el progreso tecnoldgico. Segiin
esta visién, hoy somos mucho més productivos porque las maquinas que utilizamos
son mucho mejores y porque nuestro nivel de conocimientos es muy superior al que
teniamos hace un siglo.

En este sentido, sera frecuente leer en la prensa que los gobiernos que buscan
el progreso de sus paises deben promover el ahorro y la inversién nacional, la edu-
cacion de la poblacion y las actividades de Investigacién y Desarrollo (I+D). En este
libro estudiaremos el fenémeno del crecimiento econémico y analizaremos el papel
que desempefian estds tres factores fundamentales en la generacién del crecimiento.
Veremos que, a pesar de ir bien encaminada, la visién popular no tiene toda la razén.

Estudiaremos estos fenémenos de la manera que los economistas modernos los
estudian: mediante la creacién de simplificaciones de la realidad segiin las cuales
se intenta aislar el fendmeno que se quiere estudiar abstrayendo de todos los demas
aspectos de la economia. Estas abstracciones se llaman modelos.
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Los modelos de crecimiento que se encuentran en la literatura econémica tienen
una estructura de equilibrio general. Por una parte estan las familias, que poseen
activos financieros y trabajo que generan rentas o ingresos. Las familias utilizan parte
de estos ingresos para consumir y ahorran el resto. Por otra parte estdn las empresas,
que alquilan el trabajo y el capital de las familias y los combinan con una tecnologia
para producir unos productos que luego venden a las familias. En tercer lugar estan
los mercados, que retinen a las familias y a las empresas. En estos mercados, los
empresarios compran o alquilan el trabajo a un precio que llamamos salario y alquilan
el capital que poseen las familias a cambio de una rentas o dividendos. También en
estos mercados las familias compran los bienes producidos por las empresas. Los
precios que pagan las empresas por los factores de produccién y los precios que pagan
las familias por los bienes vendidos por las empresas los “deciden” los mercados de
tal manera que todas las ofertas y demandas de la economia se igualen.

Esta es la estructura general de los modelos de crecimiento'modernos. Las dife-
rencias entre modelos residen en las caracteristicas de la funcién de produccién, en
la capacidad de generar progreso tecnoldgico, en si existe un gobierno que pone
impuestos y se gasta la recaudacion, o en si se considera un mercado internacional
de capitales en el que prestar y pedir prestado.

En los dos capitulos iniciales de este libro, sin embargo, nos apartaremos de este
esquema comiin y estudiaremos un modelo mucho mas simple en el que no habra
ni empresas, ni mercados. Las familias seran las propietarias de los factores de pro-
duccién y de la tecnologia, de manera que no tendran que intercambiar nada en los
mercados. De alguna manera, mas que una descripcién de las economias modernas,
el marco se parecera a la economia de Robinson Crusoe, donde no habia empresas,
ni empleados, ni mercados: Robinson combinaba su propio trabajo con los arboles
(capital) para producir cocos sin necesidad de mercados. A pesar de su simplici-
dad, veremos que estos modelos sencillos nos daran lecciones extraordinariamente
parecidas a las de los modelos mas complicados de la segunda parte del libro.

1.2 Los fundamentos del modelo neoclasico de Solow-Swan

Comencemos por la identidad de la renta nacional. Denotaremos con Y; el Producto
Interior Bruto (PIB) de un pais en el afio ¢, que es la cantidad de producto o galletas
producidas durante ese afio. El PIB es utilizado de cuatro formas distintas. Una
parte la compran las familias para su propio consumo privado, que denotamos con la
letra C;. Otra parte la compran las empresas y esto es lo que llamamos inversidn, I.
La tercera parte la compra el gobierno (el gasto piiblico) y lo denotamos con la letra
G;. Finalmente, el resto de las galletas se exporta al extranjero en lo que se llama
exportaciones netas, N X;. Esta identidad nacional puede escribirse como

Yi=Ci+1I; + Gy + NX; [11]
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El término de la izquierda de esta identidad se puede interpretar como la oferta
de la economia, mientras que los términos de la derecha son los cuatro compo-
nentes de la demanda agregada. El comportamiento de los diferentes componentes
de [1.1] es muy complejo y no se puede estudiar todo a la vez. Es por ello que los
economistas intentan aislar lo que creen que es mas importante. En este modelo
inicial, intentaremos estudiar el papel de la inversion en capital fisico como motor fun-
damental del crecimiento a largo plazo y nos preguntamos si el gobierno podria au-
mentar la tasa de crecimiento si consiguiera aumentar la tasa de inversién nacional.
Esta pregunta tiene mucho sentido si miramos datos internacionales: mientras los
paises del este de Asia, que han experimentado tasas de crecimiento enormes, tienen
tasas de inversion superiores al 20% (por ejemplo, la tasa de inversién media entre
1960 y 1990 fue de 22,9% en Hong Kong, 24,6% en Taiwan, 32,6% en Singapur o
36,6% en Japén) , la mayor parte de los paises africanos con crecimiento casi nulo
invierten menos del 10% del PIB (por ejemplo, la tasa de inversién durante el mismo
periodo fue de 5,7% en Etiopia, 4,7% en Uganda, 3,7% en Chad, 0 2,0% en Mozam-
bique). Por lo tanto, no parece descabellado relacionar la inversién en capital fisico
con el crecimiento econémico.

Para ver el papel de la inversién es necesario aislarla de los demaés aspectos de la
economia, aspectos que quiza también sean importantes. Lo hacemos a continuacién.

I. Simplificaciones iniciales: una economia cerrada y sin gobierno

Para empezar, simplificaremos el anélisis imaginando que nuestra economia es ce-
rrada en el sentido de que no hay exportaciones netas, NX; = 0, y que no hay
movimientos de capitales, por lo que la economia en su conjunto no puede pedir
prestado y, en consecuencia, todo lo ahorrado se debe invertir dentro del propio pais.
Segundo, imaginaremos que el gobierno no gasta nada, G; = 0. Estos dos supuestos
son poco realistas por cuanto sabemos que en los paises mds ricos el gobierno es el
responsable de mas del 50% del gasto nacional. También sabemos que las economias
modernas exportan gran parte de su produccién e importan gran parte de su con-
sumo. Algunos paises tienen déficit en su cuenta corriente (N X; < 0), mientras que
otros tienen superavit (NX; > 0). Lo que raramente sucede es que la balanza por
cuenta corriente sea exactamente cero. Sin embargo, este supuesto nos va a ayudar a
concentrarnos en el papel que desempefia la inversién en el proceso de crecimiento
econémico.

Tras estos dos supuestos iniciales, observamos que la identidad nacional se re-
duce a

Yi=Ci+1; [1.2]

Por lo tanto, cuando la economia esta cerrada y no hay gasto ptiblico, el producto
nacional se distribuye entre consumidores y inversores. Obsérvese que si restamos
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el consumo de los dos lados de [1.2] obtenemos que el ahorro (la produccién o renta
que no se consume) es igual a la inversién: Y; — C; = S; = I, donde S; es el ahorro.
Por lo tanto, en una economia cerrada sin gasto ptblico, el ahorro de las familias es igual
a la inversion o la demanda de las empresas.

II. La funcién de produccidn neocldsica
ILa. Los factores de produccion

La oferta o produccién de una economia, Y;, se obtiene con la combinacién de tres
inputs o factores fundamentales. El primer factor de produccion es el factor trabajo:
para producir galletas es necesario que haya cocineros que las preparen. En la vida
real hay muchos tipos de trabajo y de trabajadores. En este modelo sencillo, supon-
dremos que todos los trabajadores son idénticos y la suma de todos ellos se indicara
con la letra L;. Es decir, L; sera la cantidad de trabajadores de nuestra economia
en el momento ¢. El segundo factor de produccién fundamental es el capital, K;. El
concepto de capital estara relacionado con las maquinas u otros utensilios fisicos que
utilizan las empresas en el proceso de produccién (este concepto incluira edificios, es-
tructuras, instrumentos, ordenadores, material electrénico y un largo etcétera). Una
caracteristica de las maquinas es que son bienes materiales que las empresas compran a
otras empresas. Por ejemplo, en la produccion de galletas, se necesitan hornos.- Los
hornos, por su parte, provienen de la produccién nacional en el sentido de que en
algtin momento del pasado alguna empresa los produjo, por lo que fueron parte de
la produccién, Y;.

El tercer factor de producciéon no es tan tangible como los dos primeros. Se
trata de la tecnologia: ningtin cocinero puede producir galletas sin tener una receta o
formula que le indique como combinar capital y trabajo en las proporciones precisas.
Esta féormula es lo que llamamos tecnologia o conocimiento. El nivel de tecnologia se
indicara con la letra A;. Este factor puede ser menor o mayor dependiendo de cada
pais y momento del tiempo (las recetas que existian en el siglo XIX para producir
relojes eran muy inferiores a las que existen hoy dia, por lo que la A; de entonces era
inferior a la de ahora. De la misma forma, la tecnologia disponible actualmente en el
Japén es muy superior a la disponible en Zambia).

Es importante resaltar una diferencia fundamental que distingue los bienes ca-
pital y trabajo y lo que llamamos conocimiento o tecnologia y es que los primeros son
bienes rivales, mientras que la tecnologia No es rival.! El concepto de rivalidad es muy
importante. Se dice que un bien es rival si no puede ser utilizado por més de un
usuario a la vez. Si un bien puede ser utilizado por mucha gente al mismo tiempo

! Algunos economistas utilizan el concepto de bien privado para catalogar el trabajo y el capital,
mientras que llaman bien piiblico a la tecnologia. Nosotros utilizaremos los términos bien rival y no
rival porque los bienes ptiblicos no solamente no son rivales sino que, ademas, son no excluibles. En el
capitulo 9 estudiaremos estos conceptos y los relacionaremos con la tecnologia.
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se dice que es no rival. Por ejemplo, si una fabrica de galletas de Camprodén utiliza
un determinado horno, el mismo horno no puede ser utilizado simultineamente
por una fabrica de Renteria. Por lo tanto, el horno (y el capital en general) es un
bien rival. De la misma forma, un cocinero no puede trabajar al mismo tiempo en
las fabricas de Camprodén y de Renterfa, por lo que el trabajo también es un bien
rival. Observe el lector que no se puede decir lo mismo de la receta que se utiliza
para producir galletas: la misma férmula puede ser utilizada simultdneamente por las
fabricas de Camproddn y Renteria. La tecnologia, pues, es un bien 7o rival. En el
capitulo 9 hablaremos con mas detalle de lo que es la tecnologia y del concepto de
no rivalidad. De momento, baste con sefialar que, en general, el conocimiento, las
ideas o la tecnologia son bienes no rivales en el sentido de que la misma tecnologia o
férmula se puede utilizar simultdineamente en mas de una fabrica.

El capital, K, el trabajo, L, y la tecnologia, A, se pueden mezclar para producir
bienes finales, Y. Representaremos estas combinaciones a través de una funcion de
produccién como la siguiente:

}/t = F(Kt, Lt, At) [13]

Vemos que la produccién de esta economia puede aumentar o crecer si aumenta
K, si aumenta L o siaumenta A. Es decir, la economia agregada puede crecer si crece
el stock de capital, la cantidad de trabajadores o si mejora la tecnologia.

En este primer capitulo, seguiremos a Solow (1956) y Swan (1956) y nos concen-
traremos en las funciones de produccion llamadas neocldsicas.

I1.b. Propiedades de la funcidn de produccion neocldsica

Por funciones de produccién neoclésicas entendemos aquellas funciones mateméticas
que representan combinaciones de los factores capital, trabajo y tecnologia, y que
satisfacen las siguientes tres propiedades:

(i) Lafuncidn de produccion presenta rendimientos constantes a escala. Algebraicamente,
esto quiere decir que si doblamos la cantidad del factor trabajo y del factor capital,
la cantidad de producto se dobla. Si multiplicamos K y L por una constante
arbitraria, ), entonces la produccién también se multiplica por la misma cons-
tante: F(AK, AL, A) = AF(K, L, A). Mateméticamente, esta propiedad se conoce
con el nombre de homogeneidad de grado uno.

El estudiante habra notado que en esta definicién se ha multiplicado solamente
el capital y el trabajo por A y no la tecnologia.? La razén por la que este supuesto
es razonable es el principio de réplica. Imaginemos que tenemos una fabrica en

2 Es decir, NO hemos dicho F(AK, AL, AA) = AF(K, L, A), donde la variable A también est4d multi-
plicada por A.
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(i)

(iii)

Camprodén que combina K méquinas con L trabajadores y una férmula, A,
para producir Y galletas. Deberia ser cierto que si construimos otra fabrica
idéntica en Renteria con el mismo niimero de méaquinas, K, el mismo ntimero de
trabajadores, L, y la misma férmula A, deberiamos producir la misma cantidad
de galletas. Es decir, si replicamos la fabrica en otro sitio (si “doblamos” K y
L), deberiamos ser capaces de replicar la produccién (deberfamos doblar Y). La
razén por la que no hace falta doblar A es que la misma férmula se puede utilizar en
Camproddn y en Renteria, dado que la formula es un bien no rival. Por lo tanto, el
supuesto de rendimientos constantes a escala, donde por escala entendemos
el capital y el trabajo (y no la tecnologia), parece ser razonable.

El segundo supuesto que caracteriza la funcién de produccién neoclasica es que
la productividad marginal de todos los factores de produccidn es positiva, pero decre-
ciente. Otra manera de decir lo mismo es que la tecnologia presenta rendimientos
decrecientes del capital y del trabajo cuando éstos se consideran por separado.® A me-
dida que afiadimos trabajadores adicionales, sin cambiar el stock de capital, la
produccién aumenta, pero lo hace tanto menos cuantos mas trabajadores tenga-
mos ya trabajando: el aumento en el niimero de cocineros hara que se molesten
entre ellos de manera que, a pesar de que cada cocinero adicional aumenta la
produccién de galletas, el aumento es menor cuantos més cocineros haya ya
trabajando.

Lo mismo pasa con el capital: amedida que aumentamos el niimero de maquinas,
la produccién aumenta, pero lo hace tanto menos cuantas mas maquinas tenga-
mos ya en la fabrica.

Algebraicamente, esto significa que el producto marginal del capital y del trabajo
son positivos (el producto marginal de un factor es la derivada parcial de la
produccién con respecto al factor en cuestién) [0F/0K > 0, 8F/dL > 0], y
decrecientes (las segundas derivadas son negativas): [0*F/0K? < 0, 8*F/dL? <
0].4

El tercer supuesto que debe satisfacer una funcién de produccién neoclasica, F(-),
se refiere a un conjunto de requerimientos llamados condiciones de Inada. Estas
exigen que la productividad marginal del capital se aproxime a cero cuando el

3 Hay que resaltar que el concepto de rendimiento del capital es distinto al de rendimiento a escala.
Cuando hablamos de rendimientos a escala nos preguntamos qué ocurre con la produccién cuando
aumentamos simultdneamente todos los inputs rivales. Cuando hablamos de rendimientos del capital
nos preguntamos qué ocurre con la produccién cuando aumentamos el capital manteniendo constante
el factor trabajo (y, 16gicamente, cuando hablamos de rendimientos del trabajo nos preguntamos qué
ocurre con la produccién cuando aumentamos el trabajo manteniendo constante el capital).

4 En realidad, lo que necesitamos es que la funcién de produccién sea céncava, por lo que se
requiere que la matriz de las segundas derivadas sea negativa definida, que es un supuesto un poco
mas restrictivo que el de que las segundas derivadas parciales con respecto de K y L sean negativas,
y requiere que la derivada cruzada 8% F/8K 8L no sea demasiado grande.
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tiende a infinito y que tienda a infinito cuando el capital se aproxima a cero,
limg oo OF/0K = 0, limg o F /0K = oo. Condiciones analogas se aplican al
trabajo, limy ..o OF/0L =0 y lim;_,o 8F/OL = 0.

IL.c. La funcion de produccion Cobb-Douglas

Una funcién de produccién bastante sencilla que satisface las propiedades neoclasicas
es la funcién Cobb-Douglas, donde 0 < o < 1.

Y: = A KLy [14]

Paul Douglas fue un senador por Illinois entre 1949 y 1966. Cuando todavia era
profesor de economia, Douglas descubrié un hecho sorprendente: la divisién de la
renta nacional entre trabajadores y capitalistas permanecia mas o menos constante en
el tiempo. En particular, descubrié que los trabajadores en Estados Unidos se quedan
con, mas o menos, el 70 por ciento de la renta total, mientras que los capitalistas se
quedan con el 30 por ciento. Esto le llevé a indagar las condiciones bajo las cuales las
rentas de los factores mantenian proporciones constantes.

Como no sabia solucionar el problema, Douglas le pregunté a un matematico
amigo suyo llamado Charles Cobb si habia una funcién de produccién tal que, si
los factores de produccién cobraban sus productos marginales, la proporcién de la
renta agregada que se quedaba cada uno de ellos fuera constante. La funcién de
produccién, pues, deberia tener las dos propiedades siguientes:

(A) Renta del capital = (Producto marginal del capital) - K = aY

y
(B) Renta del trabajo = (Producto marginal del trabajo) -L = (1 — oY,

donde o es una constante que mide la fraccion de la renta que se queda el capital
(a menudo esta fraccién se denomina participacién del capital). Cobb demostré que
tal funcién de produccién existia y tomaba la forma Y = AK*L'~“. Esta funcién
de produccién pasé a llamarse Cobb-Douglas. El lector puede comprobar que el
producto marginal del capital es « AK*~'L'~* y que si multiplicamos este producto
marginal por K se obtiene aY. La fraccién del PIB que se quedan los propietarios
del capital es esta cantidad dividida por Y, es decir, la participacién del capital en el
PIB es constante e igual a o. También puede comprobarse que el producto marginal
del trabajo es (1 — @) AK“ L™ % y que si multiplicamos este producto por L obtenemos
(1 — a)Y. La participacién del trabajo es 1 — a, que también es constante.

Comprobamos que la funcién de produccién Cobb-Douglas es neoclésica: pre-
senta rendimientos a escala constantes:

AMNK)*OAL)' ™ = AMAK® L' ™% = \Y
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También vemos que los productos marginales del capital y del trabajo son posi-
tivos:

)%

ﬁ = OéAKa—lLl—a >0
Yy

8—L = (] —Ot)AKaL_a > 0,

y que las segundas derivadas son negativas con lo que los productos marginales son
decrecientes:

’Y

5? = a(a - 1)AK0‘_2L1_a < 0
Y

'5L—2 = (1 — a)(—a)AKO‘L_O‘_I < 0.

Finalmente, los limites requeridos por las condiciones de Inada se cumplen:

1) 4 8y
im — =adK*7'L'"%=0 , lim — =aAK*7'L'"% =00
9 oK

K—oo OK K—o0
.0y ar—a . oY or—a _
ngrgo L =(1—-a)AK*L™®=0 , },lln»o Y7 =(1—-a)AK*L™ % = c0.

Vemos, pues, que las funcién de produccién Cobb-Douglas satisface todas las
condiciones propias de las funciones de produccién neoclasicas.

III. Supuestos adicionales

Utilizando la funcién de produccién neoclasica, podemos reescribir [1.2] como

F(Ky, L, Ay) = Cy + I [1.5]

Es decir, el producto final de la economia se distribuye entre consumo e inversién.

IIL.a. Tasa de ahorro constante

La razén por la que las familias consumen es que les gusta hacerlo. En la literatura
macroecondmica moderna se supone que los consumidores eligen el consumo con el
objetivo de maximizar una funcién de utilidad, sujetos a una restriccién presupues-
taria. Y eso es lo que haremos del capitulo 3 en adelante. De momento, sin embargo,
serd mucho més sencillo seguir el ejemplo de Solow y Swan y suponer que las familias
simplemente consumen una fraccidn constante de su renta o producto. Es decir, si nuestras
familias productoras producen Y galletas, supondremos que ahorran una fraccién s
y consumen el resto (1 — s). Por lo tanto, el consumo agregado, C, se puede escribir
como:



El modelo neocldsico de crecimiento de Solow-Swan (c.1) / 17

Ct=(1—9)Y, [1.6]

donde el término s es la tasa de ahorro (la fraccidn de la renta que los consumidores
ahorran), una constante. Al ser una fraccidn, se debe cumplir que s es un ntimero entre
cero y uno, 0 < s < 1. Este supuesto podria parecer descabellado. Sin embargo, si
miramos las tasas de ahorro a lo largo de los tltimos 100 afios, vemos que en los paises
para los que hay datos, esta tasa de ahorro ha permanecido bastante estable.” Ademas,
en el capitulo 3 se demostrara que una tasa de ahorro constante es 6ptima bajo ciertas
circunstancias. También veremos que tanto el comportamiento de la economia como
las principales lecciones que se extraen de estos modelos no dependen de si la tasa de
ahorro es constante y exdgena o es escogida 6ptimamente por los consumidores. Por
estos motivos, el supuesto de que los consumidores ahorran una fraccién constante
del producto es una buena manera de empezar.
Si substituimos [1.6] en [1.5], obtenemos

S)’t = It.

En palabras: al igual que el consumo agregado, la inversion agregada es una
fraccién de la renta nacional. Como en una economia cerrada sin gasto publico, el
ahorro y la inversién coinciden, la tasa de ahorro es también la tasa de inversion.

IILb. Tasa de depreciacién constante

A diferencia del consumo, la razén que lleva a las empresas a invertir (es decir, a
comprar parte del producto nacional) no es que a las empresas les guste utilizar los
bienes que compran, sino que la inversién sirve, bien para aumentar el stock de
magquinaria disponible para una futura produccién (esto se llama inversion neta), bien
para reemplazar las maquinas que se deterioran en el proceso productivo (fenémeno
que conocemos con el nombre de depreciacion).

Utilizando términos de la contabilidad nacional, la inversién bruta (la cantidad
de output adquirido por las empresas, I;) es igual a la inversidn neta (el aumento neto
en el stock de maquinaria o capital) mas la depreciacién. Si denotamos el aumento

neto de capital como K = 5‘(1—’5,6 tenemos:

5 A corto plazo, la tasa de ahorro fluctiia con el ciclo econémico. Lo que estamos diciendo es que,
a pesar de los movimientos a corto plazo, parece que la tasa de ahorro no tiene tendencia ascendente
ni descendente a largo plazo.

6 A lo largo de este libro, utilizaremos puntos sobre las variables para denotar incrementos de la
variable a medida que avanza el tiempo. Es decir, un punto encima de una variable denotara la derivada de
la variable con respecto al tiempo. Una manera alternativa de escribirlo serfa utilizar el incremento
de K, AK, en lugar del punto sobre la K. El lector que asi lo prefiera, puede substituir TODOS los
puntos del libro por el simbolo A sin que cambie nada fundamental.
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It = Kt + Dt- [17]

donde D; es la depreciacién. Para simplificar nuestro anélisis, supondremos que
en cada momento del tiempo, una fraccién constante de las maquinas, 6, se dete-
riora por lo que la depreciacién total es igual a la tasa de depreciaciéon § multiplica-
da por la cantidad de maquinas existente: § K .. Esto nos permite escribir [1.7] como
I; = K + 6K;. El supuesto de depreciacién constante también nos indica que las
maquinas son siempre productivas mientras no se deterioran. En particular, no
existen diferentes tipos de méaquinas y las més viejas no son menos productivas que
las mas nuevas. En este sentido, las mdquinas de nuestro modelo son parecidas a
las bombillas. Mientras funcionan dan siempre la misma cantidad de luz pero con
una determinada probabilidad dejan de funcionar y deben ser reemplazadas. Ahora
bien, mientras funcionan, todas las bombillas (y todas las maquinas) son iguales.

Si substituimos I; en [1.5] y utilizamos el supuesto de una tasa de ahorro cons-
tante [1.6], obtenemos

F(Kt,Lt,At) =Ci+ I} = 1- S)F(Kt,Lt,At) + Kt + 6K;.

Si ahora ponemos el término K en el lado izquierdo y colocamos todos los demas
en el lado derecho, esta igualdad se puede reescribir como

kt = SF(Kt, Lt, At) - 5Kt [18]

Si estudiamos detenidamente la ecuacién [1.8], veremos que nos dice algo in-
teresante: si conociéramos los valores de K, L y A en el momento ¢, dadoque sy §
son constantes conocidas, la ecuacién [1.8] nos diria cual es el aumento del stock de
capital durante el siguiente instante. El aumento en la cantidad de capital, a su vez,
nos generaria un aumento o crecimiento de la produccién. Esta ecuacién, por lo tanto,
es potencialmente 1til y va a ser el fundamento sobre el que construiremos el modelo
de crecimiento. Para ello debemos simplificar todavia un poquito mas.

Hl.c. Poblacion igual a trabajo y tasa constante de crecimiento de poblacion

El objetivo de este capitulo es investigar los determinantes de la tasa de crecimiento
de la economia. La tasa de crecimiento que nos interesa es la tasa de crecimiento

7 Obsérvese que este supuesto conlleva el hecho de que la tasa de depreciacién es independiente
de las condiciones de la economia. Quiza seria més realista considerar que las empresas pueden
determinar la intensidad con la que emplean su capital y que, por este motivo, cuando el capital se
usa de forma mas intensiva se deprecia mas rdpidamente. La literatura del crecimiento econémico
ha venido prescindiendo de esta posibilidad, a pesar de que, como veremos mas adelante, la tasa de
depreciacién puede ser un determinante importante de la tasa de crecimiento.
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del PIB, del consumo o del capital por persona y no la tasa de crecimiento del PIB,
del consumo o del capital agregados. La razén es que nadie dice que un pais sea rico
porque produce mucho: mas bien se considera que un pais es rico si sus habitantes,
en promedio, producen mucho. Por ejemplo, uno tiende a creer que Suiza es un pais
mucho mas rico que la India aunque, en realidad, la produccién agregada de la India
es mucho mayor que la de Suiza. La razén por la que decimos que Suiza es mas rica
es que la produccién por habitante o per cdpita es muy superior: una vez dividimos
todo lo producido en la India por los cerca de ochocientos millones de habitantes
que tiene, vemos que toca a muy poco por habitante. En este sentido, en este libro
también estamos interesados en investigar como evolucionan y crecen las variables
de la economia en términos per cdpita.

Para simplificar la notacién, supondremos que la poblacién de la economia es
equivalente a la cantidad de trabajadores, L;. Este supuesto es muy poco realista
dado que, como sabemos, hay muchos habitantes en todas las economias que no
trabajan en la produccién de lo que llamamos PIB: nifios, ancianos, parados y, en
muchas sociedades, mujeres. Algunos de estos sectores producen bienes que no estan
incluidos en la contabilidad nacional (como es el caso de las mujeres, que cuidan de la
salud de sus hijos o hacen labores en su hogar; ninguna de estas actividades aparece
en el PIB). A pesar de que sabemos que existen estos colectivos que no trabajan en la
produccién de Y, seguiremos con el supuesto simplificador segtin el cual la variable
L no solamente representa el factor trabajo sino también a la poblacion total. Esto
nos permitird concentrar nuestro estudio en el papel que desempefia la inversiéon en
capital fisico.

Si utilizamos la equivalencia entre trabajo y poblacién y dividimos los dos lados
de [1.8] por L, encontramos que

K:  F(Ki, L, Ap) K;
—_— = — §—. 19
L. I, L, [1.9]

A partir de ahora, utilizaremos letras miniisculas para denotar el equivalente de la
letra maytscula expresado en términos per cdpita. En otras palabras, si K es el stock
de capital agregado, k; sera el stock de capital per cdpita, ks = K;/L;. De forma similar
definimos el consumo per cépita ¢; = C;/Ly, y la produccién per cépita, y» = Y;/L;.
Obsérvese que si la funcién de produccién, F(-), es neoclasica, presenta rendimientos
constantes a escala, por lo que se cumple que F(AK, AL, A) = AF(K, L, A), donde ) es
una constante arbitraria. Si damos a la constante el valor de )\ = %, esta condicion se
puede escribir como

1 1 1
= ZF(K, L, A) =F (ZK, ZL, A) = F(k,l,A) = f(k, A), . [110]
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donde hemos definido f(k, A) = F(k, 1, A). Es decir, la produccién per capita es una
funcién del capital per cdpita y la tecnologia. En el caso de la funcién de produccién
Cobb-Douglas, esto se puede ver claramente dado que

Y K\*/L\'™*
y=7= %AK“LH* =A (-L—) (Z) = AR = Ak® [1.11]

Un supuesto adicional es que la poblacion crece a una tasa exdgena y constante
L __ 8

que denotaremos con la letra n. Es decir, definimos n como ¥ = n.
Utilizando este dltimo supuesto, podemos calcular la tasa de crecimiento del
capital por persona como
KLy —L4/Ky Ky LK, K

fo = ot T St e B Bt 1.12
¢ L2 Le L L, L, [1.12]

Recordad que k es exactamente (%) = d(f;/ D

Si substituimos el término K /L de [1.9] en [1.12] y utilizamos [1.10] obtenemos

];Jt = Sf(kt, At) - 6kit - nkt. [113]

II1.d. Nivel tecnoldgico constante

El dltimo supuesto que haremos antes de analizar la solucién del modelo es impor-
tante porque nos ayudard a descubrir uno de los problemas centrales del modelo
neoclasico de crecimiento. Como nuestro objetivo ahora es analizar el papel de la
inversién en capital como determinante de la tasa de crecimiento econémico, seré 1itil
prescindir de todas las fuentes alternativas de crecimiento potencial. Una de estas
fuentes potenciales, lo dijimos al principio del capitulo, es el progreso tecnolégico.
Si nuestro objetivo es ver si se puede crecer para siempre simplemente invirtiendo
una fraccién constante de la produccion, sera ttil suponer que la tecnologia no crece.
Este supuesto se materializa algebraicamente en

A = A [1.14]

8 Una vez maés, este supuesto no es muy realista dado que, si consideramos los datos, observaremos
que la tasa de crecimiento de la poblacién disminuye a medida que aumenta la riqueza de un pais.
La tasa de crecimiento de la poblaci6n, pues, no es ni constante ni exégena sino que esta relacionada
con el nivel de riqueza de un pais. Una vez mas, sin embargo, dado que nuestro objetivo por ahora es
estudiar el papel que desempefia la inversién en capital fisico en el proceso de crecimiento econémico,
este supuesto nos simplificara sustancialmente el anélisis. Los estudiosos del crecimiento econémico
han intentado incorporar el crecimiento endégeno de la poblacién en modelos de crecimiento similares
alos que estamos describiendo en este capitulo. Para un estudio detallado véase Barro y Sala-i-Martin
(1995, capitulo 9).
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donde A es una constante. Substituyendo [1.14] en [1.13] obtenemos una ecuacién
muy importante llamada la ecuacion fundamental del modelo de Solow-Swan:

ke = sfke, A) — (6 + n)ks. [1.15]

Si la tecnologia es Cobb-Douglas, entonces la ecuacién fundamental de Solow-
Swan se escribe como

ky = sAky — (6 + n)ky. [1.15]

Dado el stock de capital per capita existente en la economia en el momento ¢,
la ecuacién fundamental de Solow-Swan nos revela cudl sera el incremento del stock
de capital per capita en el proximo instante, k. Observe el lector que, una vez
conozcamos el incremento del stock de capital por persona sabremos cudl sera el
stock de capital en el siguiente instante. En consecuencia, la ecuacién fundamental
de Solow-Swan nos indica cudl sera el incremento del stock de capital per cépita en el
préximo instante, y asi sucesivamente hasta infinito. Dicho de otro modo: la ecuacién
[1.15] nos describe coémo evolucionara el stock de capital per capita desde hoy hasta
el fin de los tiempos. De ahi la importancia de esta ecuacién.

Antes de extraer lecciones de esta ecuacién fundamental, es preciso recordar que
una vez conocida la evolucién del stock de capital por persona a través del tiempo,
sabremos cudl es la evolucién del producto per capita porque y; = f(k¢, A). Como A
es constante y el producto, y, es una funcién monoténica de k, los movimientos de k se
reflejardn en movimientos de y. Por este motivo sera titil estudiar el comportamiento
dindmico de .

L. Interpretacion de [1.15]

La ecuacion [1.15] tiene una simple interpretacién econdmica: el stock de capital por
persona aumenta con la diferencia entre el ahorro bruto de la economia y el término
(6 + n)k. Cuando aumenta la tasa de ahorro (que, recordémoslo, en una economia
cerrada es igual a la tasa de inversién), la inversién agregada aumenta. Como la
inversion sirve para aumentar la cantidad de maquinas, el stock de capital aumenta,
por lo que el primer término de [1.15] es facil de entender. El término ék también
es de fécil compresién: cuanto mayor es la fraccién de maquinas que se deprecia
en un momento dado, §, menor es el aumento en el stock de capital por persona (y
por esto el término 6k aparece con signo negativo en [1.15]). El término nk puede
parecer un poco més dificil de entender pero es igualmente sencillo. Imaginemos
por un instante que s = 0. El primer término de la derecha de [1.15] es igual a cero
y la inversién es cero. La ecuacién [1.15] nos dice que el stock de capital PEr CAPITA
disminuye por dos razones: la primera es que una fraccién del capital se deteriora o
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deprecia a cada momento. La segunda razén por la que el stock de capital PEr CAPITA
decrece si no se invierte nada es que el niimero de cépitas o personas aumenta. Esto
es lo que refleja el término nk.

1.3 Anaélisis del estado estacionario

La ecuacién fundamental del modelo de Solow-Swan nos indica el aumento del
stock de capital por persona como funciéon de algunas constantes (4, s, § o n) y
del stock de capital existente, k. Hay que resaltar que la ecuacion se cumple en cada
momento del tiempo, desde el momento inicial (hoy) hasta infinito. Existe, pues, una
ecuacién como [1.15] para cada momento del tiempo aunque, para simplificar, aqui
s6lo escribamos una. Para simplificar la notacién, sin embargo, a partir de ahora
escribiremos las ecuaciones sin los subindices temporales, t, siempre y cuando esta
simplificacién no cree confusién. El lector debe recordar, de todas maneras, que a
pesar de que omitamos los subindices temporales, estamos estudiando un.modelo
dindmico que nos describe el comportamiento de la economia a lo largo del tiempo.

Una manera sencilla de analizar las predicciones del modelo es con un grafico.

Funciones de k

Griéfico 1.1. El estado estacionario en el modelo neoclésico de Solow-
Swan.

En el grafico 1.1 se presentan las diferentes funciones que caracterizan el modelo
de Solow-Swan. Como todas ellas son funciones del capital, ponemos k en el eje
horizontal. La primera funcién importante es la de produccién, f(k). Como se trata
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de una funcién neoclésica, f(k) es siempre creciente (el producto marginal del capital
es positivo) y es céncava (existen rendimientos decrecientes del capital). Ademads,
la funcién de produccion es vertical cuando el capital es cero (la condicién de Inada
requiere que el producto marginal del capital, que es la pendiente de f(k), sea infinito
cuando k se aproxima a cero) y que esta pendiente se vuelva horizontal cuando k
se acerca a infinito (ésta es la otra condicién de Inada para el capital que dice que el
producto marginal del capital se aproxima a cero cuando el capital va hacia infinito).
Todas estas propiedades se pueden comprobar tomando la funcién de produccién
Cobb-Douglas, y = Ak“. Obsérvese que la derivada de esta funcién con respecto a
kesy = adk® ! = k‘i‘fa . Esta derivada es positiva para todos los niveles de capital
positivos (recuérdese que « es una constante entre cero y uno). También vemos que
esta derivada es infinita cuando k es cero (nétese que k aparece en el denominador
con exponente positivo) y que se acerca a cero cuando k£ va a infinito. Es decir,
es vertical en el origen y es asintéticamente horizontal. Finalmente, la funcién es
céncava, ya que el producto marginal es decreciente (la segunda derivada es negativa:

Y = — %‘_La)é < 0). Estas caracteristicas estdn representadas en el gréfico 1.1.

Segtn la ecuacion fundamental de Solow-Swan, el aumento de capital per capita
es igual a la diferencia entre dos funciones. Para hacer el anélisis mas ameno, bau-
tizaremos la funcién sf(k) con el nombre de curva de ahorro y la funcién (6§ + n)k con
el nombre de curva de depreciacién (recordemos que el término depreciacién debe in-
terpretarse en un sentido amplio que incluye el hecho de que el capital por persona se
reduce o “deprecia” cuando aumenta el niimero de personas, y esto es lo que sefiala
el término nk).

La funcién sf(k) es proporcional a la funcién de produccién dado que s es una
constante. Por lo tanto, la curva de ahorro también es creciente, céncava, vertical en
el origen y asintéticamente horizontal. Como la tasa de ahorro es un niimero menor
que uno, la funcién sf(k) es proporcionalmente inferior a f(k). Es por ello que en el
grafico 1.1 aparece por debajo de la funcién de produccién.

Finalmente, la funcién (6 + n)k es una linea recta que pasa por el origen y que
tiene una pendiente constante e igual a é + n.

Lo primero que hay que notar de las curvas descritas es que, cuando k& = 0,
la funcién sf(k) y la funcién (6 + n)k son iguales a cero por lo que se cruzan en el
origen. El punto k£ = 0 implica que no hay produccién ni economia. Este punto no
es interesante econémicamente y vamos a ignorarlo. Lo interesante de k = 0 es que,
en este punto, la curva de ahorro es vertical y la de depreciacién tiene una pendiente
finita (e igual a § +n). Se deduce, pues, que para valores de k cercanos a cero la curva
de ahorro esta por encima de la curva de depreciacién. La pendiente de la curva de
ahorro va decreciendo a medida que k aumenta. Como sabemos que la pendiente
de sf(k) va cayendo hacia cero, sabemos que existe un valor de k£ donde las cur-
vas de ahorro e inversion se cruzan. Dado que, después de este punto, la pendiente
de la funcién sf(k) sigue decreciendo mientras que (6 + n)k sigue siendo una linea



24 / APUNTES DE CRECIMIENTO ECONOMICO

recta, las dos curvas no se vuelven a cruzar mas. En resumen, si ignoramos el origen,
las curvas de ahorro y depreciacion deben necesariamente cruzarse una vez y solamente una.

El punto £* donde las dos curvas se cruzan se llama estado estacionario. Si la
economia (por la razén que sea) se encuentra en el punto k*, entonces la curva de
depreciacion es igual a la curva de ahorro. La ecuacién fundamental de Solow-Swan
nos dice que cuando sf(k) es igual a (6 + n)k, entonces k = 0 y el capital no aumenta.
Si el capital no aumenta, en el siguiente instante k¥ vuelve a tomar el valor £*. En
este punto, se cumple otra vez que sf(k) es igual a (§ + n)k y, de nuevo, k = 0. Asi
sucesivamente hasta el final de los tiempos. Es decir, si la economia se encuentra
en k¥, entonces se quedara en este punto para siempre. El stock de capital k* que
tiene esta propiedad se llama el stock de capital de estado estacionario. La intuicién
econdémica es la siguiente: la economia ahorra e invierte una fracciéon constante, s, de
la cantidad producida. Esta inversion se utiliza para aumentar el stock de capital y
para reemplazar el capital depreciado. Cuando la economia tiene un stock de capital
k*, la cantidad producida, f(k*), es tal que si ahorramos la fraccién s, obtenemos
una cantidad de inversién que es justamente la necesaria para reemplazar el capital
depreciado. Es decir, una vez reemplazado el capital depreciado, no quedan recursos
para incrementar el stock de capital, por lo que éste permanece al mismo nivel, k*. Al
permanecer el capital al mismo nivel, la produccién vuelve a ser la misma de manera
que, al ahorrar la misma fraccién, s, se genera la misma inversién y se repite el mismo
resultado. La economia no consigue aumentar el stock de capital y permanece con el
mismo stock hasta el final de los tiempos.

Es facil encontrar una férmula para k* si la funcién de produccién es Cobb-
Douglas: basta con poner k = 0en[1.15']: sA(k*)* = (6+n)k*. Despejando obtenemos
una expresién para el stock de capital de estado estacionario:

K = ( sA )m [1.16]

6+mn

Como el stock de capi{al per cépita de estado estacionario es constante, el PIB per
capita (que es una funcién de k) también es constante, por lo que v, = 0. Dado que
el consumo es una fraccién constante de y, también se debe cumplir que el consumo
de estado estacionario es constante y, en consecuencia, su tasa de crecimiento es cero,
7. = 0. Es decir, en el estado estacionario, todas las variables expresadas en términos
per capita son constantes y sus tasas de crecimiento estacionario deben ser cero.

El hecho de que las variables en términos per capita sean constantes en el largo
plazo quiere decir que sus correspondientes valores agregados crecen al mismo ritmo
que la poblacién. Esto se puede ver utilizando la definiciéon de variable per capita:
K = kL. Tomando logaritmos y derivadas tenemos que vk = v, +vr = v +n. En
el estado estacionario se cumple que 7§ = 0y v = n. Una derivacién similar nos
mostraré que las tasas de crecimiento del consumo agregado y el PIB agregado también
son iguales a n en el estado estacionario: v = vy = 7§ = n.
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La ecuacién [1.16] nos muestra que el stock de capital per cdpita de estado esta-
cionario, k*, aumenta cuando la tasa de ahorro, s, o el nivel tecnolégico, A, aumentan
y se reduce cuando la tasa de depreciacidn, 6, 0 la tasa de crecimiento de la poblacién,
n, aumentan. Estos resultados también se pueden ver grificamente. En el grafico
1.2, un aumento de la tasa de ahorro hace saltar la curva de ahorro hacia arriba, por
lo que la interseccién con la curva de depreciacién se produce en un stock de capital,
k**, superior. Es decir, el stock de capital de estado estacionario asociado con una
tasa de ahorro mas elevada es mayor. '

Funciones de k

flk)

(6 + nk

Gréfico 1.2. Aumento de la tasa de ahorro.

Como el nivel de produccién per cépita es una funcién del stock de capital, el
nivel de renta de estado estacionario serd también una funcién creciente de la tasa de
ahorro. Es decir, en el estado estacionario, los paises ricos (renta per cépita elevada)
seran los que tendrdn unas tasas de ahorro mayores.

Una mejora tecnoldgica (un aumento de A) también haria saltar la curva de
ahorro hacia arriba, por lo que el stock de capital de estado estacionario también
aumentaria.

Cuando se produce un aumento de la tasa de depreciacién, §, o de la tasa de
crecimiento de la poblacién, n, entonces la pendiente de la curva de depreciacién
aumenta y la curva (6 + n)k salta hacia arriba, como se muestra en el gréfico 1.3. La
curva de ahorro y la de depreciacién se cortan ahora en un nivel de capital inferior
por lo que el stock de capital de estado estacionario disminuye.
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Funciones de k

& +nk
flk)
(6 +nk
s f(k)
H ! k

k** k>(-

Griéfico 1.3. Aumento de la tasa de depreciacién, 6, o de la tasa de
crecimiento de la poblacién, n.

Hemos visto que los gréficos 1.1, 1.2 y 1.3 nos sirven para comprobar que el
estado estacionario existe y es tinico. También nos han servido para ver la relacién
entre los diferentes parametros de la economia y el stock de capital de estado esta-
cionario. Veremos a continuacién que estos graficos también pueden ser utilizados
para establecer que el estado estacionario es estable, en el sentido de que si el stock de
capital inicial es inferior a k*, entonces el capital se acumula de manera que k£ converge
hacia k* y si el capital inicial es superior a k*, entonces el capital disminuye hasta,
nuevamente, alcanzar el estado estacionario. Para verlo, nos bastard con comprobar
que a la izquierda de k£* la curva de ahorro es superior a la curva de depreciacion. En
esta regi6n, pues, la ecuacion fundamental de Solow-Swan nos dice que £ > 0 por lo
que el capital aumenta. Dicho de otro modo, cuando el capital es inferior al nivel de
estado estacionario, el capital aumenta. Lo contrario ocurre a la derecha de £*, donde
la curva de ahorro es inferior a la de depreciacién y & < 0. Resumiendo, el estado
estacionario es estable dado que, tengamos el capital que tengamos, la dindmica del
modelo nos hace gravitar hacia el estado estacionario.

La “Regla de oro” de la acumulacion de capital

En el gréfico 1.2 vemos que para cada tasa de ahorro, s, existe un stock de capital
estacionario k*. Imaginemos que, a través de politicas de incentivos fiscales, un pais
puede cambiar su tasa de ahorro al nivel que mas desee. Una pregunta importante
es: ;qué nivel escogera?

El objetivo de una sociedad debe ser el aumento del nivel de bienestar de sus



El modelo neocldsico de crecimiento de Solow-Swan (c. 1) / 27

individuos. En principio, este bienestar no depende de la cantidad de bienes producidos
ni siquiera de la cantidad de capital existente sino de la cantidad de producto que las
familias consumen. Es decir, la sociedad escogera una tasa de ahorro que comporte
un mayor nivel de consumo per capita. El estado estacionario que conlleva el mayor
nivel de consumo per cépita se llama la Regla de oro de la acumulacion de capital y lo
denotaremos con kopo.’

Para encontrar el stock de capital de Regla de oro, lo primero que debemos
observar es que estamos hablando de estados estacionarios, por lo que k = 0. Si te-
nemos en cuenta que el ahorro es igual a la produccién menos el consumo, podemos
reescribir 1.15 para expresar el consumo de estado estacionario, c¢*, como funcién del
capital de estado estacionario, k*:

0=fk*) —c" — (6 +n)k* — " = f(&") — (6 + n)k™. [1.17]

La ecuacién (1.17) nos dice que, en el estado estacionario, el consumo es igual a
la diferencia entre la produccién y la depreciacién. Un aumento del capital tiene dos
efectos sobre el consumo de estado estacionario: por un lado aumenta la produccién,
f(k*) y por otro lado, aumenta la cantidad de maquinas que es necesario reemplazar,
(6 +n)k*.

Para encontrar el capital de Regla de oro, basta con maximizar el consumo de
estado estacionario conrespecto a k*. Para ello, tomamos derivadas de ¢* conrespecto
a k* y obtenemos:

de*
dk*

En el gréfico 1.4 comprobamos que la distancia entre la funcién de produccién y
la recta de depreciacién es el consumo de estado estacionario. Observamos también
que el punto donde la distancia entre las dos curvas es méaxima es aquel en que la
funcién de produccion es paralela a la curva de depreciacién, por lo que la pendiente
de la primera es igual a é + n, que es lo que hemos encontrado algebraicamente.

= (k)= (E+n)=0—= f(koro) =6 +n. [1.18]

9 Este nombre lo ided Phelps (1961) y lo basé en el Nuevo Testamento, donde Jests resumi6 la
“Regla de oro” de la conducta humana en dos mandamientos. El Evangelio segtin San Mateo nos da
la clave: “Los fariseos, al oir que habia hecho callar a los saduceos, formaron grupo y uno de ellos, que era
experto, le preguntd para ponerlo a prueba: Maestro, ;cudl es el mandamiento principal de la Ley? Jesiis le
dijo: ‘Amards al Sefior tu Dios con todo tu corazon, con toda tu alma, con todo tu ser. Este mandamiento
es el principal y primero. El segundo es semejante a él: ‘Amards a tu prdjimo como a ti mismo’. Estos dos
mandamientos sostienen la Ley entera y los profetas”. (Mateo, 22, 33-40).

Traducidoala teoria del crecimiento, el segundo de los mandamientos quiere decir que lasociedad
actual no debe intentar aumentar su consumo si la consecuencia de ello es que el consumo de las
generaciones futuras se reduce, ya que no nos gustaria que las generaciones futuras nos lo hicieran a
nosotros si se invirtieran los papeles y nos tocara después que ellos. La Regla de oro de la conducta
dirfa, por lo tanto, que la sociedad debe maximizar el consumo de estado estacionario: el que hace que
nuestro consumo sea idéntico al de las generaciones venideras.
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Griéfico 1.4. La Regla de oro de la acumulacién de capital.

Recuérdese que no hay nada en este modelo que nos diga que la economia
tenderd a ir hacia la Regla de oro. Para alcanzar este punto, habra que escoger la tasa
de ahorro que haga que el estado estacionario sea precisamente koro.

Si la tasa de ahorro es superior a soro, entonces el stock de capital sera superior
a koro, mientras que si la tasa de ahorro es inferior a s,,,, entonces el stock de capital
serd inferior a koro. Como sucede en el gréfico 1.5.

Ademas de ser el stock de capital que maximiza el consumo de estado esta-
cionario, kor, €s importante por-otra razén: si la economia se encuentra a la derecha
de este punto, seguro que la economia es ineficiente. Para ilustrar este hecho, consi-
deremos una economia con una tasa de ahorro superior a soro-

Esta economia podria aumentar claramente el consumo de estado estacionario
si redujera la tasa de ahorro al nivel de Regla de oro, soro, ya que, por definicién,
el consumo asociado con esta tasa de ahorro es maximo. Ahora bien, nétese que
reducir la tasa de ahorro es equivalente a aumentar el consumo inmediatamente.
En el grafico 1.6, al reducir la tasa de ahorro, la curva de ahorro salta hacia aba-
jo. En el momento del cambio, el consumo aumenta a ¢y. A partir de ese momento,
la diferencia entre ahorro y depreciacién es negativa, por lo que el capital empieza
a decrecer. La economia se mueve hacia la izquierda. Durante esta transicién, el
consumo es la distancia entre la produccién, f(k), y la curva de ahorro, sorof(k).
La trayectoria del consumo en el tiempo se describe en el grafico 1.7. Alo largo dela
transicion, el consumo es superior al que habia en el anterior estado estacionario.
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Grifico 1.5. Tasa de consumo que genera la Regla de oro.
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Gréfico 1.6. Tasa de ahorro superior a ladela Reglade oro (s > soro)-
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Grifico 1.7. Comportamiento del consumo cuando se reduce s y la
tasa de ahorro inicial estd por encima de soro-

A largo plazo, la economia converge a koro, donde, como ya hemos indicado,
el consumo también es superior al que habia en k*. Es decir, a partir del momento
en que reducimos la tasa de ahorro, el consumo es siempre superior al que habia
cuando la tasa de ahorro era s’. Dicho de otro modo, si nos encontramos en k* y
reducimos la tasa de ahorro a s,,, conseguiremos aumentar el consumo en todos los
momentos del tiempo. Si a los ciudadanos de nuestra economia les gusta el consumo
(como estamos suponiendo), bajar la tasa de ahorro serd una politica que les hara
mas felices sea cual sea su funcién de utilidad. Es decir, mantener una tasa de ahorro
superior a sor, N0 puede ser bueno. Es por esta razén que cuando una economia se
encuentra a la derecha de la Regla de oro decimos que se encuentra en una zona de
ineficiencia dindmica.

Una manera alternativa de representar la zona de ineficiencia dindmica (y que
se utiliza a menudo en la literatura sobre crecimiento econémico) relaciona el tipo de
interés con la tasa de crecimiento econémico agregado. En el capitulo 3 mostraremos
que el tipo de interés, que denotaremos con la letra r, es igual al producto marginal del
capital menos la depreciacién: r = f'(k)—§. En el estado estacionario el tipo de interés
es igual a r* = f'(k*) — 6. Para los estados estacionarios de la zona dindmicamente
ineficiente (los situados a la derecha de k,,) se cumple que f/(k*) — § < f/(koro) — 6.
Como f'(koro) = 6 + n, en la zona ineficiente se cumple f'(k*) — 6§ < n. En el estado
estacionario, la tasa de crecimiento del capital (y del PIB) per cdpita es igual a cero
y la tasa de crecimiento agregado es igual a v = 73 = n. Substituyendo estos
términos en la desigualdad que describe la zona dindmicamente ineficiente tenemos
que r* = f'(k*) — 6 < n = ~4}. En resumen, una condicién que caracteriza la zona
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dindmicamente ineficiente es que la tasa de interés real sea inferior a la tasa de crecimiento
agregado, ¥ < vy

Es interesante comparar la situacién de ahorro excesivo con la que ocurre cuando
la tasa de ahorro es inferior a s,r,. En este caso, el capital de estado estacionario, k*,
es inferior al de la Regla de oro.

(6 + n)k
f(k)
sam f(k)(- ‘\\
o,
' s” flk)
C, '
. H k
k* k

oro

Gréfico 1.8. Tasa de ahorro inferior ala dela Reglade oro (s” < soro).

El estado puede aumentar el consumo de estado estacionario adoptando la tasa
de ahorio s,,. El gréfico 1.8 muestra el comportamiento de la economia en este caso:
para llegar a la Regla de oro, es necesario aumentar la tasa de ahorro, por lo que, en
el momento de adoptar esa politica, la curva de ahorro saltar4 hacia arriba. Dado
que el capital que la economia tiene en este momento no ha cambiado, £*, la cantidad
disponible para el consumo en el momento inicial debe disminuir puesto que la
inversién y el ahorro toman una fraccién mayor de la produccién. A medida que
la economia converge hacia koro, €l consumo per capita crece. Llega un momento en
que el consumo alcanza el nivel que tenia en la situacién anterior e incluso sobrepasa
ese nivel para llegar al consumo c¢,.,. La trayectoria del consumo en el tiempo se
dibuja en el grafico 1.9.

Observamos que, tras el descenso inicial, el consumo se recupera y converge
hasta llegar a c},.,. Para decidir si conviene adoptar la politica de aumentar la tasa
de ahorro cuando ésta es demasiado baja, es necesario saber si el aumento del con-
sumo a largo plazo compensa la reduccion inicial. Es decir, para poder evaluar esta
politica necesitamos una funcién de utilidad que nos permita comparar la pérdida
de consumo a corto plazo con la ganancia a largo plazo. Una economia que sea muy
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Griéfico 1.9. Comportamiento del consumo cuando se incrementa s
y la tasa de ahorro inicial estd por debajo de soro.

impaciente, en el sentido de que valore mucho el corto plazo, decidira no sacrificar
el consumo inmediato a cambio de ganancias futuras. Es por ello que, a diferencia
de lo que ocurria a la derecha de k,,,, no podemos afirmar sin ambigiiedades que las
economias situadas a la izquierda de k,,, sean ineficientes.

La leccién fundamental de esta seccion es que, mientras podemos asegurar sin
ambigiiedad que ahorrar e invertir demasiado es malo, no se puede decir lo mismo
de ahorrar e invertir demasiado poco. La intuicién es que, si inviertes demasiado, la
solucién pasa por reducir la inversién, por lo que el consumo a corto plazo aumenta
como también lo hace el consumo a largo plazo. Por contra, si se invierte demasiado
poco, entonces la solucién es el aumento de la inversién, lo que conlleva una reduccién
inmediata de la produccién disponible para el consumo a corto plazo. Para evaluar
la bondad de esta politica necesitamos sopesar el corto plazo y el largo plazo.

1.4 La tasa de crecimiento a lo largo del tiempo

La dindmica analizada hasta ahora nos mostraba como el capital, el consumo, la
inversién y la produccién variaban a lo largo del tiempo respondiendo a diferentes
cambios de politica econémica. Pero el comportamiento de las tasas de crecimiento no
se podia analizar con los graficos presentados hasta ahora. Como éste es un libro
sobre crecimiento econémico, serd preciso efectuar un pequefio cambio en nuestro
andlisis para mostrar el comportamiento de las tasas de crecimiento en el tiempo.

Para empezar, sefialemos que la produccién es una funcién creciente del capital.
En el caso Cobb-Douglas, esto significa que la tasa de crecimiento del PIB per capita
es proporcional a la tasa de crecimiento del capital per capita,
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Ademads, como el consumo per cépita es proporcional al producto per capita
(¢ = (1 — s)y), tenemos que la tasa de crecimiento del consumo es igual a la tasa
de crecimiento de la produccién (v, = 7). Dicho de otro modo, si analizamos el
comportamiento de la tasa de crecimiento del capital sabremos también cémo se
comporta la tasa de crecimiento del PIB y del consumo per capita. Este es unresultado
muy util porque una simple divisién de la ecuacién fundamental de Solow-Swan por
el stock de capital per capita, k, nos da la tasa de crecimiento del capital. Dividimos
los dos lados de [1.15] por k y obtenemos

Yy a avk. [1.19]

ol I
Il

_k_ f& A
Te =L =sT—

Esta ecuacidn sigue siendo la ecuacion fundamental del modelo de Solow-Swan (lo
tnico que ha pasado es que hemos divido ambos lados de la ecuacién por k, pero
es la misma ecuacién). El miembro de la izquierda de esta ecuacién representa la
tasa instantédnea de crecimiento del capital per cipita. El miembro de la derecha nos
indica que esta tasa de crecimiento viene dada por la diferencia entre dos funciones:
sf(k, A)/k, y (6 + n). Como estos dos factores siguen siendo la curva de ahorro y la
curva de depreciacion que habfamos descrito en el apartado anterior (lo tnico que
ha pasado es que hemos dividido ambas por k), seguiremos utilizando el mismo
nombre. Esta version de la ecuacién fundamental de Solow-Swan nos dice que la
tasa de crecimiento del capital per cdpita es igual a la diferencia entre el ahorro (e
inversién) por unidad de capital y la tasa de depreciacién (incluyendo la tasa de
crecimiento de la poblacién). Cuanto mayor sea la tasa de ahorro, s, mayor seré la
tasa de crecimiento de la economia. Cuanto mayor sea el nivel tecnolégico, A, mayor
sera el producto, f(-), y por lo tanto, mayor sera la cantidad de producto ahorrada e
invertida. Cuanto mayor sea la tasa de depreciacién, menor serd la tasa de crecimiento
y, finalmente, cuanto mayor sea la tasa de crecimiento de la poblacién, mas reducido
seré el crecimiento del capital por persona.

La primera funcién del lado derecho de [1.20] no es mas que la tasa de ahorro
multiplicada por el producto medio del capital, f(k, A)/k. En el caso Cobb-Douglas,
este producto medio es igual a f(k, A) = Ak®~! y la tasa de crecimiento del capital
por persona se puede escribir como

(6 +n). ' [1.20]

k

== sAk~1 _ (§ +n). [1.207]

Para dibujar la curva de ahorro, sAk~"~%, como funcién de k, es preciso tener
en cuenta que:

(1) es una funcién decreciente para todo k.
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(2) tiende a infinito cuando & tiende a cero (recordemos que sAk~1~% = kff‘u ,

por lo que k aparece en el denominador con un exponente positivo. Cuando el
denominador tiende a cero, la fraccién tiende a infinito).
(3) tiende a cero cuando k tiende a infinito.'

Es decir, la curva de ahorro toma valores infinitos cuando k es cero, decrece
constantemente y se aproxima a cero para valores grandes de k. En el grafico 1.10 se
dibuja la curva de ahorro y se denota con las iniciales C A.

Tasa de crecimiento

Curva de
depreciacién (CD)

b+n

Curva de
ahorro (CA)

k, k*

Grafico 1.10. Dindmica de transicion en el modelo neoclasico de
Solow-Swan.

La curva de depreciacion, 6 + n, es independiente de k y est4 representada por una
linea recta horizontal en el grafico 1.10. Esta curva se denota con las iniciales CD.
Dado que la curva de depreciacion es estrictamente positiva y que la curva de ahorro
toma todos los valores entre oo y 0, las dos curvas se cruzan al menos una vez. Como
la curva de ahorro es estrictamente decreciente, las dos curvas se cruzaran solamente
una vez en el cuadrante positivo del grafico (para que se cruzaran dos veces, la curva
de ahorro tendria que tener algtn tramo creciente, lo cual no pasa si la funcién de pro-
duccién es neoclasica y, por lo tanto, presenta rendimientos decrecientes del capital).
Elvalor de k para el cual ambas curvas se cruzan, k*, es el stock de capital per cipita de

_sA)Tl—a_

= Acabamos

estado estacionario que hemos visto anteriormente, k* = (

10 E} Jector puede demostrar que estas propiedades de la curva de ahorro se cumplen no solamente
para el caso de la funcién de produccién Cobb-Douglas, sino también para cualquier funcién de
produccién neocldsica que satisfaga las propiedades descritas en ILb.
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de argumentar que las dos curvas se cruzan una vez y sélo una vez, por lo que
el capital por trabajador de estado estacionario existe y es unico.

Podemos emplear el grafico 1.10 para estudiar el comportamiento de la tasa
de crecimiento en el tiempo. Segin la ecuacion de crecimiento [1.20], la tasa de
crecimiento de k viene dada por la diferencia vertical entre las dos curvas. Vemos
que la tasa de crecimiento es positiva para valores de k inferiores a k*, k < k*, y
negativa para valores superioresa k*, k > k*. Ademads, la tasa de crecimiento es tanto
mayor cuanto més por debajo estd la economia del estado estacionario. Tomemos una
economia con un capital inicial ky inferior a k*. La tasa de crecimiento del capital enlos
primeros momentos es grande, pero va disminuyendo monoténicamente con el paso
del tiempo, al ir aproximéndose la economia a su posicién de estado estacionario.
Cuando se alcanza este punto, el crecimiento se detiene. El comportamiento de la
economia es simétrico cuando el capital inicial esta por encima de £*.

La explicacién de la caida de la tasa de crecimiento a lo largo de la transicién
esta en el supuesto de que los rendimientos del capital son decrecientes: cuando el stock
de capital es bajo, cada aumento del stock de capital genera un gran aumento en la
produccién (esto es, la productividad marginal del capital es elevada). Puesto que,
por hipétesis, los agentes ahorran e invierten una fraccién constante del producto
adicional, el aumento en el stock de capital es grande. Dado que la productividad
del capital es decreciente, cada unidad adicional genera incrementos menores de
producto a medida que k aumenta. Como los agentes siguen ahorrando un porcentaje
constante de la produccién, los aumentos adicionales del stock de capital son cada
vez mads reducidos. De hecho, se aproximarian a cero si el stock de capital fuera
arbitrariamente grande. Antes de llegar a este extremo, no obstante, la economia
alcanza un punto en el que los incrementos del stock de capital cubren exactamente
la substitucién del stock de capital que se ha depreciado y compensan el crecimiento
de la poblacién (a una tasa n). Este aumento es, pues, exactamente suficiente para
mantener el capital per capita a un nivel constante. Una vez que la economia alcanza
esta situacién, permanece en ella para siempre. Se trata del estado estacionario.

Este resultado es, a la vez, interesante y preocupante: por un lado hemos visto
que si la funcién de produccién es neoclésica, no solamente existe un punto en el
que la economia deja de crecer, sino que ademads, con toda seguridad la economia
se aproxima a este punto. Dicho de otro modo, ja largo plazo la economia debe
dejar de crecer! Esta es una leccién importantisima de la teoria neoclésica, que nos
dice que el crecimiento a largo plazo no se puede alcanzar a base de invertir una
fraccién constante del PIB. Pero es una leccién preocupante porque la experiencia
de muchos paises que han crecido durante los tltimos 200 afios nos muestra que es
posible crecer a largo plazo. Empezamos a ver que el modelo simple de Solow-Swan
no es una descripcion razonable de lo que sucede en el mundo que nos rodea.

Un argumento intuitivo que podria parecer que explica lo que est4 pasando, pero
que es falso es que, a medida que el capital crece, el producto marginal del capital
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disminuye debido a la ley de rendimientos decrecientes del capital. Esto, podria
pensarse, lleva a los inversores a invertir cada vez menos (ya que la rentabilidad
de la inversién disminuye). Aunque sea intuitivo, este razonamiento no es vdlido.
La razén es que las familias de nuestro modelo ahorran e invierten una fraccion
constante de la renta. En particular, no reaccionan a ningtn tipo de cambio en la
tasa de rentabilidad, por lo que el mecanismo que actiia a través de la reduccién en
los incentivos para invertir no tiene cabida en nuestro modelo con tasas de ahorro
constantes. Para hablar de este mecanismo deberemos esperar al capitulo 3, donde,
alli si, las empresas decidiran sus inversiones de acuerdo con la rentabilidad que les
ofrezcan los mercados.

1.4.1. Aumentos en la tasa de ahorro

Se podria pensar que si nos encontramos en nuestro estado estacionario (y, por lo
tanto, si nos encontramos en una situacién de estancamiento permanente), una forma
de generar crecimiento consistiera en la tasa de ahorro e inversién (recordemos que
las tasas de ahorro e inversién coinciden cuando la economia es cerrada). De he-
cho, instituciones internacionales como el Banco Mundial a menudo recomiendan el
aumento de la tasa de ahorro e inversién como la solucién del problema del nulo
crecimiento econémico experimentado por muchas economias de nuestro mundo.
Veamos cudles son las predicciones del modelo neoclésico cuando la economia ex-
perimenta un aumento en la tasa de ahorro e inversién (en estos momentos no nos
interesa saber cémo se consigue incentivar el ahorro y la inversién, aunque se supone
que es a través de politicas fiscales. Lo que nos interesa saber es cual seré el compor-
tamiento a corto, medio y largo plazo, de una economia que consigue aumentar su
tasa de ahorro, s).

Si la tasa de ahorro s experimenta un aumento repentino y permanente, la curva
de ahorro salta inmediatamente hacia la derecha. En el grafico 1.11, la curva pasa de
CAl a CA2. Como, inicialmente, el capital que tiene la economia es todavia k*, para
este stock de capital la curva de ahorro esta por encima de la curva de depreciacién.
La tasa de crecimiento de la economia pasa, pues, a ser positiva. Esto implica que
el stock de capital comienza a desplazarse hacia la derecha. A medida que esto
sucede, la distancia entre las curvas de ahorro y depreciacién se reduce debido a
la existencia de rendimientos decrecientes del capital. Eventualmente, la economia
converge hacia un nuevo punto de estado estacionario con crecimiento nulo, £**. En
conclusién, una politica de aumento de la tasa de inversién no consigue aumentar
la tasa de crecimiento a largo plazo, a pesar de que consiga aumentar el crecimiento
a corto plazo y el stock de capital per capita de estado estacionario (y, con él, el PIB
per capita de estado estacionario). De hecho, ni siquiera esté claro que dicha politica
sea buena, a pesar de que consigue aumentar el PIB per cdpita a largo plazo. La
razén es que, a corto plazo, el consumo se ha reducido, por lo que esta politica no
seria deseable si la gente fuera muy impaciente y valorara el presente mucho mas
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Graéfico 1.11. Aumento de la tasa de ahorro.

que el futuro. Es mas, si el stock de capital inicial fuera superior a k,,, entonces un
aumento de la tasa de inversién seria claramente malo, tal como hemos sefialado en
la seccién anterior.

El resultado obtenido nos vuelve a indicar que, en este modelo, no se puede
explicar el crecimiento observado a muy largo plazo con la inversién en capital fisico,
dado que la ley de los rendimientos decrecientes del capital acaba por matar el cre-
cimiento. Un aumento en la tasa de ahorro genera crecimiento positivo a lo largo de
la transicién, pero no genera crecimiento a largo plazo. Uno podria pensar que si
volviéramos a aumentar s, entonces se generaria otro pequefio proceso de crecimiento
hacia un nuevo estado estacionario. Una vez alli, podriamos volver a aumentar s.
Sucesivos aumentos de la tasa de ahorro, podria pensarse, generarian sucesivos au-
mentos en la tasa de crecimiento. Si esto se hace a perpetuidad, la tasa de crecimiento
podria ser siempre positiva. El problema de este argumento es que olvida que la tasa
de ahorro es una fraccion. Es decir, es un niimero que no puede nunca exceder de
uno: una vez ahorramos todo lo que producimos no podemos aumentar la tasa de
ahorro porque no hay nada més para ahorrar. Una vez llegado a ese limite, la tasa de
ahorro no puede aumentar y la economia convergird a un estado estacionario final
sin crecimiento del que ya no podremos escapar.

La leccién principal es, por lo tanto, que no se pueden generar aumentos perma-
nentes en la tasa de crecimiento con politicas de ahorro e inversion.
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1.4.2. Disminuciones en la tasa de crecimiento de la poblacién

Otra politica que el Banco Mundial recomienda a menudo a los paises pobres es la
reduccién de la tasa de crecimiento de la poblacién, n. Normalmente esto se con-
sigue con las llamadas politicas de planificaciéon familiar que reducen las tasas de
natalidad (algunos paises intentan reducir el crecimiento de la poblacién simple-
mente obligando a las familias a tener un solo hijo y... jmatar a los demas!). En
este momento no nos importa tanto el saber cémo se consigue como el saber cuéles
seran las implicaciones econdmicas de reducir el crecimiento de la poblacién. En
nuestro modelo, nos preguntamos qué pasard a corto, medio y largo plazo cuando
el pardmetro n disminuye permanentemente. Para ser mdas concretos, imaginamos
que, en el momento inicial, la economia se encuentra en un estado estacionario, k*,
con crecimiento nulo.

Tasa de crecimiento inicial

CD1

Grafico 1.12. Reduccion del crecimiento de la poblacién, n.

El impacto inicial de esta politica de natalidad es el salto de la curva de depre-
ciacién hacia abajo (en el grafico 1.12 la curva de depreciacién pasa de CD1a CD2).
En el momento inicial (cuando el stock de capital es todavia &*) la curva de ahorro
pasa por encima de la nueva curva de depreciacién, por lo que el crecimiento de la
economia pasa a ser positivo. A medida que el capital aumenta, la distancia entre
las dos curvas disminuye, por lo que también lo hace la tasa de crecimiento. La
economia converge finalmente al nuevo estado estacionario, k**, con un capital per
cépita superior, pero una tasa de crecimiento nula. El hecho de tener un PIB superior,
sin embargo, no justifica necesariamente este tipo de politicas, ya que debemos tener
en cuenta que a lo mejor las familias quieren tener muchos hijos. Es decir, es posible
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Griéfico 1.13. Progreso tecnolégico.

que la familia tipica china prefiera tener una renta un poco menor y no tener que
sufrir la muerte del segundo hijo. Dejando de lado la optimalidad o deseabilidad de
estas politicas, lo que si esta claro es que la reduccién del crecimiento de la poblacién
tampoco genera crecimiento a largo plazo. Obsérvese que tampoco se puede generar
crecimiento a largo plazo a base de reducir »n repetidamente y a perpetuidad, dado
que esto conllevaria tasas de crecimiento de la poblaciéon cada vez méas negativas, y
la poblacién mundial acabaria extinguiéndose.

1.5 Progreso tecnolégico

La leccién principal hasta ahora es que la acumulacién de capital no puede explicar
el crecimiento a largo plazo en un modelo neoclésico. Si esto es cierto, ;cémo expli-
caban Solow y Swan el hecho de que Inglaterra, Estados Unidos o Francia hubieran
crecido sin parar, durante los tltimos 200 afios? La respuesta que dieron fue, natu-
ralmente, que todo este andlisis se habia hecho bajo el supuesto simplificador de una
la tecnologia constante. En realidad, sin embargo, la tecnologia mejora con el paso
del tiempo. Segtin la ecuacién fundamental del modelo de Solow-Swan, un aumento
del pardmetro tecnoldgico, A, hace saltar la curva de ahorro hacia la derecha. En el
grafico 1.13, la curva de ahorro pasa de CA1 a CA2.

Laevolucién delas variables econémicas tras un aumento permanente y exégeno
de A es muy similar a lo que sucede ante un aumento de la tasa de ahorro: la tasa
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de crecimiento aumenta inmediatamente, por lo que también lo hace el capital. A
medida que el capital aumenta, el producto marginal del capital disminuye, por lo
que la tasa de crecimiento se reduce. A largo plazo, si no existe un nuevo aumento de
A, la economia converge a un estado estacionario con un stock de capital y de PIB per
capita superior, pero con crecimiento nulo. La gran diferencia entre aumentos de s y
aumentos de A es que los aumentos primeros no se pueden repetir indefinidamente,
mientras que la tecnologia puede mejorar una y otra vez sin limite. Obsérvese que
si el pardmetro A vuelve a aumentar, la curva de ahorro vuelve a saltar a la derecha
(y pasa a ser CA3) y la economia vuelve a crecer durante un periodo de tiempo. Si
los aumentos de A se repiten una y otra vez, la economia crecera sin cesar. Como
la imaginacién humana no tiene limites, no hay por qué pensar que este proceso no
pueda repetirse ilimitadamente, por lo que no hay por qué creer que el crecimiento
a largo plazo serd cero. Por lo tanto, el modelo neoclasico es compatible con el
crecimiento continuado, pero sélo si existe progreso tecnolégico continuado.

En el caso de que el nivel de la tecnologia, A, aumente continuamente a una tasa
constante z, la curva de ahorro se desplaza continuamente hacia la derecha. Es por ello
que el stock de capital del estado estacionario también se desplaza hacia la derecha
a la misma tasa, z. De este modo, la tasa de crecimiento de la economia en el estado
estacionario, en términos per cépita, es positiva e igual a .

Podemos demostrar que la tasa de crecimiento per capita a largo plazo es positiva
cuando la tecnologia mejora de forma continuada. En el capitulo 4 se discutirdn
diferentes tipos de progreso tecnoldgico y se argumentard que, para que exista un
estado estacionario, la tecnologia debe estar multiplicando el factor trabajo. Por lo tanto,
la funcién de produccién debe poder escribirse como

Y = F(Ky, Ly Ae). (1.21]

es decir, la tecnologia hace que el trabajo sea més eficiente: con la misma cantidad
de trabajadores, L;, un aumento en la eficiencia del trabajo hace que la produccién
aumente. Por este motivo, muchos economistas denominan el producto L =LA
unidades de eficiencia del trabajo. Obsérvese que este producto crece sicrece la poblacion,
L, o si crece el nivel tecnolégico, A. Como siempre, supondremos que L crece a
una tasa exdgena constante que denominamos n. Ademas, supondremos que A crece
también a un ritmo exdgeno' y constante que denotamos con la letra z. Por lo tanto,
z serd una medida del progreso tecnoldgico. Por ejemplo, si z = 0,02 cada trabajador
es un 2 por ciento més eficiente cada afio. La produccién, Y, aumentara exactamente
igual que si L hubiera crecido en un 2 por ciento. Como la poblacién crece a un ritmo
n'y la tecnologia crece a un ritmo z, el producto L = L; A; crece a un ritmo n + z.

11 Exégeno quiere decir que la tecnologia aumenta sin necesidad de que ningtin miembro de la
economia dedique esfuerzos o recursos para que ello suceda.
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El andlisis de una economia neoclésica con progreso tecnolégico exégeno y cons-
tante es bastante similar al analisis hecho hasta ahora. La tinica diferencia es que, en
lugar de analizar el capital por persona (k = K/L) sera conveniente analizar el capital
por unidad de trabajo eficiente, que vamos a definir como k = K/L porque, como vere-
mos seguidamente, su comportamiento es virtualmente idéntico al comportamiento
de k cuando no hay progreso tecnolégico. Como F'(-) presenta rendimientos cons-
tantes a escala, se cumple

F(K,L) (K L\ _ . . .
2/ ‘F(£7£>_F(kal)_f(k)

Volvamos a la ecuacién [1.8] y dividamos los dos lados por L:

= sf(k) — 6k. [1.22]

ol >

Para saber el comportamiento de & en el tiempo, calculamos su derivada con
respecto al tiempo (de manera parecida a lo que hemos hecho en [1.12]):

ok _ 0(#5) KLA-KLA—KLA

ot at (LA)?
K LK AK [1.23]

“TA LLA ALA

K .
== —(m+ok,
gt

Substituyendo [1.23] en [1.22] obtenemos

~

—Z—IZ =sflk)—G+n+ 2)k. [1.24]

Obsérvese que la ecuacién [1.24] es casi idéntica a [1.15]. Las dos diferencias son:
(1) el stock de capital relevante no es k sino k y (2) la constante que multiplica el stock
de capital en el tiltimo término es § +n +z en lugar de 6+ n. Si procedemos a construir
un gréfico similar al 1.10 encontraremos que las curvas de ahorro y depreciacién se
cruzan una vez y solamente una (véase el grafico 1.14), por lo que existe un tinico
stock de capital de estado estacionario constante, &, y la tasa de crecimiento es
cero, v; = 0. En este estado estacionario, ser4 cierto que el PIB por unidad de trabajo
eficiente, § = Y/(LA), es constante y su tasa de crecimiento es cero. No reproducimos
la exposicion de este anlisis en estas paginas porque el procedimiento es idéntico al
utilizado para la construccién del gréafico 1.10.
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Tasa de crecimiento de k

CD=6+n+x

Curva de
ahorro (CA)

=

k

S
=
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Griéfico 1.14. El modelo neoclasico de Solow-Swan con progreso tec-
nolégico.

ADado que, por definicién, &k = EKZ =KL= %,tenemos quela tasa de crecimiento
de k es igual a la diferencia entre vx y v4 = z. Por lo tanto, obtenemos que en el
estado estacionario, donde 'y}: = v; = 0, serd cierto que v; = v; = z. Es decir, en
el estado estacionario el capital y el PIB per capita crecerdn al mismo ritmo que la
tacnologia, .

El gran problema del modelo neocldsico: El progreso tecnoldgico DEBE ser exdgeno.

La conclusién a la que hemos llegado en el apartado anterior es bastante im-
portante: la economia neoclasica puede tener crecimiento positivo a largo plazo si
la tecnologia crece. La pregunta que debe surgir de forma inmediata es: ;Cémo
podemos acelerar el progreso tecnolégico de manera que aumente la tasa z? Hasta
ahora hemos supuesto que el progreso tecnoldgico era exdgeno en el sentido de que no
surgia de la inversién en I+D de las empresas o del esfuerzo investigador de nadie;
simplemente, el nivel tecnolégico aumentaba constantemente sin explicar por qué.
Si dejamos las cosas asi, deberemos concluir que el modelo neoclasico de crecimiento
econémico explica muchas cosas, pero deja una cosa importante sin explicar: precisa-
mente, jel crecimiento econémico! El modelo dice que la tinica fuente de crecimiento
a largo plazo debe ser el progreso técnico, pero el modelo no explica de dénde surge
dicho progreso.

El problema es mucho mas grave de lo que parece porque, si seguimos los pos-
tulados neoclésicos, el progreso tecnolégico DEBE ser exégeno. Para entender este
punto, tomemos de nuevo la funcién de produccion neoclasica. Como se recordaréd,
una de las caracteristicas de toda funcién neocldsica es que presenta rendimientos cons-
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tantes en los inputs rivales, en este caso K y L. El teorema mateméatico de Euler nos
dice que una funcién homogénea de grado uno tiene la propiedad de que
oF oF

=K—+L—. 1.25
F(K,L,A)= Ko+ Lo [1.25]

Otro de los postulados neoclésicos (que estudiaremos con mas detalle en el
capitulo 3) es que el mundo es de competencia perfecta. Sabemos que cuando hay
competencia perfecta, la recompensa que recibe cada factor de produccion es su
producto marginal. Es decir, si w es el salario del trabajo y R es la renta del capital,
entonces en un mundo neoclasico de competencia perfecta, los precios de los factores
cumplen w = 8F/OLy R = OF/9K. Si substituimos estas dos igualdades en [1.25]
obtenemos una conclusién devastadora:

F(K,L,A) = KR+ Lw. [1.26]

La condicién [1.26] dice que el producto total es igual a la cantidad de capi-
tal multiplicada por su precio mas la cantidad de trabajadores multiplicada por el
salario que cobra cada uno de ellos. Otra manera de leer la misma ecuacién es:
una vez pagado el salario a los trabajadores y la renta al capital, el producto de la
economia se acaba. La implicacién de todo esto es que la economia neocldsica no puede
dedicar recursos a la financiacion del progreso tecnoldgico. Los economistas neoclésicos,
pues, se ven OBLIGADOS a suponer que el progreso tecnoldgico es exdgeno. Esto reduce
enormemente la utilidad del modelo porque basa todo crecimiento a largo plazo en
los aumentos no explicados y no explicables de la variable tecnolégica. Esta conclusién
hace que el modelo neoclésico de crecimiento sea intelectualmente insatisfactorio.

Otra lectura més positiva de esta conclusién es que si queremos construir un
modelo que explique el crecimiento a largo plazo, deberemos abandonar alguno de
los supuestos neoclasicos: o bien la funcién de produccién no es neoclasica, o bien
no hay competencia perfecta, o bien se relaja algtin otro supuesto. Esto es lo que
haremos en los sucesivos capitulos de este libro.

A pesar de no ser una teoria satisfactoria del crecimiento a largo plazo, el mo-
delo neoclasico ofrece unas explicaciones interesantes de la transicién hacia el estado
estacionario. Vamos a verlas a continuacién.
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1.6 Una medida cuantitativa de la duracion de la transicion

Un aspecto importante del modelo es la rapidez con la cual la economia evoluciona
durante la transicién hacia el estado estacionario. Para cuantificar esta velocidad, sera
mas conveniente volver al modelo sin progreso tecnolégico, y utilizar la funcién de
produccién de Cobb-Douglas. Definimos la velocidad de convergencia como el cambio
en la tasa de crecimiento cuando el capital aumenta en un uno por ciento. Si denota-
mos esta velocidad con la letra 3, entonces tenemos que la velocidad de convergencia
es

__ O
dlog(k)’

[1.27]

Para calcular esta derivada, es preciso expresar la tasa de crecimiento como
funcién de log(k), dado que ahora la tenemos como funcién de k. Para ello sera
preciso darse cuenta que el término Ak~ ~*puede reescribirse como Ae (1~ logk) |
Utilizando la ecuaciéon fundamental de Solow-Swan [1.20’] obtenemos

v = sAe~ 1 o8R) _ (54 p),

Derivando esta expresién con respecto a log(k) tenemos que

ﬁ = _ali";k(k) - _ [sAe—(l—a)log(k:) (—(l _ a))] —

=[(1- a)sAk_“_a)] .
Vemos que 3 es una funcién decreciente de k. Esto implica que la velocidad de
convergencia disminuye a medida que el capital se aproxima a su valor de estado
estacionario. En el estado estacionario, sabemos que sA(k*) ="~ esiguala § +n. La

velocidad de convergencia, pues, disminuye a lo largo de la transicién hasta alcanzar
el valor

B =0 — )6 +n).

Otra manera de llegar al mismo resultado es analizar una versién linearizada
del modelo de Solow-Swan. Mediante una aproximacién de Taylor de primer orden
de [1.20'] alrededor de log(k*) se obtiene

vk = —(1 — a)sAe” 1~ ‘°g"“*’[10g(k) — log(k™)1.

Noétese que el valor de sAe~1~18," en el estado estacionario es § + n. Substi-
tuyendo el primero por el segundo, obtenemos:

Yk = —(1 — a)(é + n)llog(k) — log(k™)]. [1.28]
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Es decir, la tasa de crecimiento del capital de la economia esta inversamente
relacionada con el nivel de capital inicial. Obsérvese que, ahora que tenemos la tasa
de crecimiento como una funcién lineal de log(k), es facil tomar la derivada para
calcular la velocidad g8* = _a_i% =(1 — a6 +n).

Para proporcionar una medida cuantitativa de esta velocidad de convergencia,
recordemos que la tasa de crecimiento de la poblacién de los paises industrializados
oscila alrededor del 0,01. La tasa de depreciacién lo hace alrededor del 0,1. La
participacién del capital fisico en los paises industrializados est4 situada alrededor
del 0,30. En consecuencia, la velocidad de convergencia que predice el modelo es,
mas o menos, de (1 — a)(6 +n) =0,7 x 0,11 = 0,077 0 7,7% anual. Es decir, cada afio
se cubre el 7,7% de la diferencia existente entre el capital inicial y el capital de estado
estacionario, k*. Esta velocidad implica que la mitad de la distancia existente entre &y
y k* desaparece en un periodo de unos 9 afios.'? La velocidad de convergencia hacia
el estado estacionario es, pues, bastante grande, por lo que la transicién tiene lugar
en un breve espacio de tiempo. La situacién seria atin més extrema si cosiderdramos
el modelo con progreso tecnolégico exégeno por cuanto, en este caso, la velocidad
de convergencia serfa (1 — a)(é + n + z). Sin necesidad de repetir todo el proceso, el
lector puede verificar este resultado, por cuanto la diferencia que el progreso técnico
introducia en la ecuacién fundamental de Solow-Swan era que, en lugar de § + n, la
tasa de depreciacion efectiva era de § + n + z. Es natural, pues, que esta nueva tasa
de depreciacién aparezca en la nueva velocidad de convergencia.

La velocidad de convergencia que se ha determinado serfa mucho menor si
tomaramos en consideracién una definicién mas amplia del capital (de modo que in-
cluyera otros elementos, como el capital humano, del cual hablaremos més adelante).
A modo de ejemplo, si la participacién del capital, definido de forma amplia, fuera
de a = 0,80, la velocidad de convergencia predicha se situaria alredor de 0,022 (lo
que conlleva que la mitad del desfase se cubriria en un periodo de 32 afios). Barro
y Sala-i-Martin (1991, 1992a, 1992b) y Mankiw, Romer y Weil (1992) han demostrado
que estos valores de convergencia mas reducidos concuerdan mejor con los datos
empiricos. En el capitulo 10 estimaremos la velocidad de convergencia en varios
conjuntos de datos regionales e internacionales.

1.7 Convergencia: absoluta y condicional

El grafico 1.10 indica que la tasa de crecimiento de una economia neoclésica es de-
creciente. Esto significa que si las economias se diferenciasen tinicamente en el

121 a ecuaci6n [1.28] es una ecuacion diferencial enlog(ks) cuya solucién eslog(ks) = (1—e~P%) log(k*)+
e~P? log(kg). Elmomento ¢ para el cual log(k:) esté4 a mitad de camino entre k y k* satisface la condicién
e~#t = 1/2. Tomando logaritmos de los dos lados y despejando ¢ veremos que el tiempo que se tarda
en recorrer la mitad del camino es log(2)/8. Para el caso de 8 = 0,077 obtenemos que log(2)/3 = 9 afios.
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stock de capital por trabajador, en el mundo real deberiamos observar un creci-
miento superior en las economias pobres que en las ricas (en este caso las diferentes
economias se representarian en el grafico 1.10 con diferentes valores de ko, aunque se
supone que todas ellas poseen el mismo volumen de capital en el estado estacionario,
k*). Este fenémeno se puede observar también en la ecuacién [1.20], donde la tasa
de crecimiento de k estd inversamente relacionada con el nivel de k. Dado que la
tasa de crecimiento de la renta per capita es proporcional a la tasa de crecimiento
del capital per capita, el modelo predice también una relacién negativa entre la renta
inicial y su tasa de crecimiento.

Esta relacién inversa entre la renta inicial y su tasa de crecimiento es conocida
como la hipdtesis de convergencia. Esta hipétesis es interesante, puesto que se puede
comprobar facilmente empleando datos de un conjunto de paises en un momento
dado del tiempo, mediante la confeccion de un simple gréfico en el que se representen
la renta de cada pais y su tasa de crecimiento (véase, por ejemplo, el gréfico 10.3 en
el capitulo 10). Si la correlacién observada es negativa, estas economias tenderan a
converger en el tiempo.

Tasa de crecimiento de pobre
si pobre tiene “s” baja

Tasa de crecimiento
de rico si rico
tiene “s” alta

CD

“s” alta
CA con

"o
S

1 1]
.
CA con
] ]
] ]

baja

Griéfico 1.15. Convergencia condicional.

Hay que destacar que el modelo neoclasico que acabamos de esbozar sélo predice
la existencia de una relacion negativa entre la renta y las tasas de crecimiento, en el caso
de que la vinica diferencia entre los paises resida en sus stocks iniciales de capital. Si, por
el contrario, las economias también se diferencian en su nivel de tecnologia, 4, en



El modelo neocldsico de crecimiento de Solow-Swan (c. 1) / 47

su tasa de ahorro, s, en su tasa de depreciacién, §, o en su tasa de crecimiento de la
poblacién, n, el modelo no predice un mayor crecimiento para los paises mas pobres.
Como ejemplo, pasemos al gréfico 1.15, en el cual dos economias (designadas por P,
el pais pobre y R, el pais rico) poseen un stock de capital kop y kor, respectivamente
(siendo kop < kor). Supongamos, ademas, que la tasa de ahorro en el pais pobre es
diferente a la del paisrico, porlo que los dos paises convergen a un estado estacionario
distinto. Nétese que, si no sabemos qué tasa de ahorro tiene cada pais, no sabemos
cudl es su tasa de crecimiento. En particular, no sabemos si el rico crece menos o
mas que el pobre. Es decir, el modelo no predice que vaya a haber convergencia, en
el sentido de que la economia pobre vaya a crecer mas que la rica. Por ejemplo, si el
pais pobre es el que tiene una tasa de ahorro inferior, entonces su tasa de crecimiento
es menor y, en este caso, habria divergencia y no convergencia. Sin embargo, aun es
posible hablar de convergencia condicional, en el sentido de que la tasa de crecimiento
de una economin estd directamente relacionada con la distancia a la que se sitiia de su estado
estacionario. En otras palabras, si un pais es pobre en la actualidad pero se espera
que siga siéndolo en el largo plazo, entonces su tasa de crecimiento no serd muy
elevada. Por el contrario, si se espera que el mismo pais acabe siendo muy rico,
entonces su tasa de crecimiento actual serd alta. El modelo neoclasico, pues, predice
la convergencia tinicamente después de tener en cuenta los elementos determinantes
del estado estacionario.

La intuicién tras el concepto de convergencia condicional es muy sencilla. Si
dos paises tienen la misma funcién de produccién neoclasica, entonces el que tenga
una cantidad menor de capital (pais pobre) tendra un producto marginal del capital
superior al que tenga mucho capital (pais rico). Literalmente, el producto marginal
del capital es el aumento que experimenta la produccién cuando incrementamos
el stock de capital en una unidad. Si invertimos en una maquina en el pais pobre
obtendremos mas produccién que si invertimos en ella en el pais rico. Ahora bien,
para determinar el crecimiento de un pais, no sélo es importante saber cudl sera el
aumento de la produccién generado por cada maquina adicional sino que debemos
saber también en cudntas maquinas invertimos. Quien nos dice en cudntas maquinas
invertimos es la tasa de ahorro e inversidn, s. Se puede dar el caso de que un pais
rico (y con un producto marginal del capital reducido) tenga una tasa de inversién
tan elevada que el aumento total de la produccién sea superior al aumento del pais
pobre, a pesar de que cada una de las maquinas adicionales genere un incremento
pequeiio de la produccién.

Otra manera de apreciar el fenémeno de la convergencia condicional es mirar la
ecuacién [1.28], en la cual la tasa de crecimiento esté negativamente relacionada con
el logaritmo de k. Obsérvese también que en la misma ecuacién aparece el término
log(k™). Desde un punto de vista empirico es preciso que k* sea constante para poder
observar la relacién entre el crecimiento y el nivel de capital. Si £* no es constante y
se omite de la regresién, entonces las estimaciones del coeficiente de log(k) estaran
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sesgadas siempre que k* esté correlacionado con k. Barro y Sala-i-Martin (1991,
1992a, 1992b) y Mankiw, Romer y Weil (1992) han encontrado apoyo empirico para la
hipétesis de convergencia condicional y, en consecuencia, para el modelo neoclésico.
La participacion del capital que se precisa para que el modelo se ajuste a los datos
es sustancialmente mayor que 0,3 y cercano a 0,75. Los resultados de estos estudios
empiricos se analizan también en el capitulo 10 de este libro.

1.8 El modelo de Solow-Swan ampliado

La evidencia empirica sobre la hipé6tesis de convergencia indica que el modelo neocla-
sico es consistente con los datos estadisticos, si la participacion del capital ronda el
0,80 (véase el capitulo 10). Las estimaciones empiricas sobre la participacién del
capital en los paises industrializados indican que estd méas préxima al 0, 3 que al 0, 80.
Por este motivo, es preciso considerar K en un sentido amplio para que abarque otras
formas de capital no fisico.

Para incorporar esta idea, Mankiw, Romer y Weil (1992) construyeron lo que
ellos bautizaron como un “modelo de Solow-Swan ampliado”. El modelo incluye
tres factores de produccién: capital, trabajo en el sentido convencional, y capital
humano (designado por H) en una tecnologia Cobb-Douglas:

Y = BKAHTLITAN, [1.29]

Mankiw, Romer y Weil supusieron, ademas, que tanto el capital fisico como el
humano se podian acumular detrayéndolos de la produccién:

K+ H=BK H"L'™" - C - §, K — 6,H,

siendo 6y y 8}, las tasas de depreciacién del capital fisico y el humano, respectivamente.
Imaginemos que 6y, = 6, = 8. Para simplificar el andlisis, tengamos en cuenta que si
las empresas maximizan, van a competir por el capital fisico y humano hasta que el
producto marginal neto de los dos tipos de capital sea idéntico. Es decir, )\% = 17—}%.
Podemos reescribir esta expresion de forma alternativa, H = (n/A)K, lo que nos
indica que, en todo momento, la cantidad de capital humano debe ser proporcional
a la de capital fisico. Si se substituye esta relacién en la expresion del producto,
obtenemos que Y = AK*L'~, siendo la participacion efectiva del capital, o, la suma
de las participaciones del capital fisico y el humano, & = A+ 7y, ademds, la constante
A = B(n/M\)". Por esta razén, el modelo de Solow-Swan ampliado para incorporar
el capital humano es tinicamente una forma de argumentar que la participacién del
capital relevante es mayor que la participacion del capital fisico. En otros términos,
se trata de una forma de defender que la participacién del capital relevante estd mas
préxima a 0,80 que a 0,3. Nétese que la velocidad de convergencia que se deriva de la
ecuacién [1.20’] depende ahora de la participacién del capital en un sentido amplio,
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a = A+ 7, en lugar de la participacion del capital fisico, A, por lo que la velocidad de
convergencia esiguala 8* = (1 — A —n)(§ + n) . Sila participacion del capital fisico es
A = 0,30 y la participacién del capital humano n = 0,50, la tasa relevante del capital
es a = A+n = 0,80 y la velocidad de convergencia que se desprende (cuando 6 = 0,10
y n = 0,01) se sittia en 8* = 0,022.

Estos valores se aproximan mucho maés a los obtenidos por la literatura empirica
(que se analiza en el capitulo 10) que flucttian alrededor del 0,02.

1.9 La introducciéon de una economia abierta

Los modelos de crecimiento descritos hasta el momento se basan en el supuesto de
una economia cerrada, en la cual no existe intercambio de bienes, activos o trabajo
entre los paises. La evidencia empirica que hemos citado se refiere a economias, como
los Estados que forman Estados Unidos, las prefecturas de Japén e, incluso, los paises
de la OCDE, que, obviamente, no son economias cerradas. Barro, Mankiw y Sala-i-
Martin (1992) presentaron un modelo de economias abiertas en el que los diferentes
paises pueden pedir prestado en los mercados internacionales de capital, pero en el
que no todo el capital puede ser usado como aval o garantia colateral. De modo pare-
cido, en lugar de préstamos internacionales, uno puede imaginar un mundo con dos
tipos de capital, pero en el que solamente uno de ellos es mévil. A partir de la funcién
de produccién [1.29], imaginemos que K puede desplazarse libremente a través de
las fronteras, pero no asi H."> Imaginemos que existe un mercado de capital mundial,
en el que se paga un tipo de interés real mundial, r*. El supuesto de movilidad per-
fecta de K exige que el producto marginal de K sea igual al tipo de interés mundial
y, por tanto, )\7’2— = r* + 6. Esta igualdad se puede utilizar para reescribir K como
funcién de Y: K = A-X=. Substituyendo esta expresién en la funcién de produccién
[1.29], obtenemos la forma reducida de la funcién de produccién ¥ = AH*L!'~®,
enlacual a = ;L y A = BV V\/r* + 611V, Hay que sefialar que la forma
reducida de la funcién de produccién de este modelo de economia abierta es idéntica
a la funcién de produccién del modelo neoclasico ampliado de economia cerrada y
que, ademas, el valor numérico de la participacion relevante del capital, ¢, es muy
préximo al de éste. En efecto, si continuamos suponiendo que A adopta un valor
cercano a 0,30 y » vale aproximadamente 0,50, la participacién relevante del capital
es o = 0,50/0,7 = 0,71. Si aplicamos estos valores a nuestra férmula de la velocidad
de convergencia (que, recordémoslo, es * = (1 — a)(6 + n)), entonces la velocidad
se sitlia en este caso en §* = 0,031 (recordemos que la velocidad de convergencia de

13 En lugar de interpretar K y H como capital fisico y humano, respectivamente, podriamos
identificar K con el capital “mdvil” y H con el “inmdvil”. Para simplificar la exposicién, sin embargo,
aqui seguiremos llamando capital fisico a K y capital humano a H.
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una economia cerrada con una participacion similar del capital en el producto oscila
alrededor de 8 = 0,022, que es bastante parecida). Por esta razén, la introduccién
de la movilidad del capital en un modelo neoclasico no modifica sustancialmente las
predicciones cuantitativas y cualitativas sobre la velocidad de la transicién, siempre
que la parte del capital que pueda emplearse como aval no sea muy grande. La
consecuencia es que, en la practica, tratar con modelos de economia cerrada puede
no ser una idea tan descabellada.





